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Auteur

Claude Bégina été professeur de mathématiques de 1966 a 1999. Apres le
baccalauréat, il termine sa scolarité de maitrise en mathématiques a 'UQAM. Avec
I’Agence canadienne de Développement International (ACDI), de 1977 a 1981, il est
professeur de mathématiques au Centre Pédagogique Régional (CPR) de Rabat, Maroc
ou il s'occupe principalement de la formation des homologues Marocains (complément
de formation mathématique, didactique, séminaires). Puis il propose la mise en place
d’un Concours Mathématique a I'échelle du Maroc, lequel a eu lieu. Il est aussi 'auteur
de publications mathématiques : Cours de mathématiques de Secondaire 5 pour le
Ministére de I'Education, Quelques sous-corps algébriquement clos du corps des
nombres complexes (Maroc), Théorie des Graphes (Maroc), Equivalences et Ordres
(Permama), Théorie des équations (Permama), Résolution des équations du troisieme et
du quatriéme degré (Permama), Du Triangle de Pascal vers m, Problémes de
mathématiques (Maroc), Les droites dans le plan et dans I'espace, Polygones réguliers
rationnellement inscriptibles dans un cercle, quelques problémes dans Mathematics
Magazine et dans The College Mathematics Journal, Nouveau procédé de construction
de carrés magiques...

LUAnalyse, I'Algebre, la Théorie des Nombres et la Résolution de Problemes sont ses
principaux centres d’intéréts sans oublier les Carrés Magiques et les Carrés
Multiplicatifs et enfin, la Minéralogie.

Il @ aussi participé a des Congres sur I'Enseignement des Mathématiques (Bordeaux,
France; Tunis, Tunisie; St-Jacques de Compostelle, Espagne) et fut membre de I'équipe
Permama pendant quatre ans (1973 a 1977).

Collaborateur
Claude St-Hilaire a été professeur de mathématiques pendant 35 ans. Il a obtenu
son baccalauréat en mathématiques de I'Université Laval. La Résolution de
Problémes a été un de ses principaux centres d’intéréts en plus de militer dans le
syndicalisme pendant 20 ans. Il a construit de trés beaux programmes avec
MAPLE dont celui qui fournit les 7040 carrés magiques normaux d’ordre 4. Enfin,
les carrés magiques ont été un autre de ses centres d’intéréts.





http://multimagie.com/
https://digilander.libero.it/ice00/magic/prime/orderConstant.html



http://www.magic-squares.net/primesqr.htm
http://recmath.org/Magic%20Squares/
http://www.magic-squares.net/pandiag5.htm
http://recmath.org/Magic%20Squares/primesqr.htm#A%20Large%20Order-3
http://oeis.org/A256891

Mise en garde

Cet ouvrage a été construit en trois parties, soit

* |a Partie 1 qui présente les principales notions sur les carrés magiques ainsi que leurs
principales propriétés.
Cette partie comporte sa propre table des matieres, un développement important, un
glossaire des termes importants, des propositions de problémes et les solutions de ces
problémes.
La Partie 1 comporte sa propre pagination.

* La Partie 2 propose de nouveaux procédés de construction de carrés magiques
notamment pour les carrés d’'ordre 4, 5, 6 et 8. On y propose aussi un glossaire et
environ 400 problémes.

Cette partie comporte aussi sa propre table des matiéres.
La Partie 2 comporte sa propre pagination.

* La Partie 3 est formée de compléments d’informations sous la forme de 34 annexes,
dont le lis age des programmes pour les applications MATHEMATICA et MAPLE.
Cette partie comporte aussi sa propre table des matiéres.

Chague annexe comporte sa propre pagination.

Remarque : Louvrage en entier, peu importe sa version, est I'ensemble des trois Parties
décrites ci-dessus.
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Avant propos

Les carrés magiques existent déja depuis plusieurs siecles et de nombreuses fagons de les
construire ont été découvertes tout au long de ces siecles. Un des plus spectaculaires est un
carré magique d’ordre 4 trouvé par Direr au seizieme siecle. Il est formé des nombres entiers de
1 3 16 et sa somme magique est 34 (car 34 est la somme obtenue dans chaque rangée, chaque
colonne et chaque grande diagonale). Aujourd’hui, nous savons que nous pouvons atteindre
cette somme 34, de 86 facons différentes en faisant la somme des nombres situés dans quatre
cases distinctes. Direr le savait-il? Vous pouvez trouver, sur Internet, une grande quantité
d’informations historiques ainsi que les procédés de construction de carrés magiques qui
existent déja depuis tres longtemps. C'est pourquoi nous allons passer rapidement a I'étude des
carrés magiques et a la présentation d’un tout nouveau procédé pour les construire.

L'approche utilisée ici est plutot algébrique tout en ne négligeant pas I'aspect géométrique des
carrés magiques. Le premier but a été la construction de nombreux et nouveaux carrés
magiques d’ordre 4.

Tout ¢a parce qu’un samedi soir, un magicien monte sur scéne avec un carré 4 x 4 a
remplir. Il demande a un spectateur de lui fournir un nombre entier entre 50 et 100.
Cette fois, ce fut 82. Rapidement, le magicien remplit les seize cases du carré qui devient
un carré magique de somme 82. La somme des nombres de chaque rangée, chaque
colonne et chaque grande diagonale est 82, appelée somme magique. La somme des
quatre coins, des quatre cases centrales donne aussi 82. Le magicien nous montre ainsi
vingt facons différentes de choisir quatre cases qui totalisent I'entier 82.

Mais comment fait-il? Cet objet mathématique est tout simplement extraordinaire!!! En fait,
nous verrons que le magicien construisait un carré magique appelé un Diirer, caractérisé par 24
facons différentes d’arriver a la somme 82 (et non 20 fagons). De plus, certains Direr nous
permettent de trouver la somme magique jusqu’a 86 fagons différentes en faisant la somme des
nombres entiers situés dans quatre cases distinctes.

Je ne comprends pas ce qui se passe et je laisse tout cela de c6té en me disant que
j'allais y revenir plus tard. Mais voila qu’un ami mentaliste m’invite a un souper-
spectacle pendant lequel il nous refait le coup du carré magique! Encore vingt facons
d’arriver a la somme donnée au hasard par un spectateur.

Revenu a la maison, la commande est énorme!!! Je me dis qu’il est temps de réagir et de
trouver une explication a tout cela. La grande aventure « Carrés Magiques » commence
ce jour-la.
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La Partie 1 de I'ouvrage présenté ici portera sur la construction de carrés magiques d’ordre 4 qui
auront le plus grand nombre de figures magiques, une figure magique étant un groupe de
quatre cases distinctes dont la somme des nombres qui s’y trouvent est la somme magique.
Voila un de nos objectifs. Pour ce faire, nous avons trouvé un carré magique général M d’ordre 4
qui permet de construire que des carrés magiques d’ordre 4 et de les construire tous. Puis en
imposant des figures magiques a M, nous avons construit des classes (espaces vectoriels sur les
nombres réels) de carrés magiques qui posseédent tous les mémes figures magiques
caractéristiques.

Ces classes ont été nommées : sous-espace des Diirer, des super-Diirer, des super-Diirer-alpha,
des super-Direr-béta, des A-Diirer, des diaboliques et des diaboliques-alpha. Le célébre carré
magique d’Albert Direr étant un diabolique-alpha. Nous avons choisi ces noms en I'honneur de
Durer.

Vous pourriez fabriquer d’autres classes (sous-espaces) de carrés magiques en imposant la ou
les figures magiques que vous désirez. Nous verrons cela au chapitre 5 de la Partie 2 de
I'ouvrage.

Puis la tentation devient trop forte, nous devons aller voir les carrés magiques 3 x 3, les 5 x 5 et
pourquoi s’arréter 1a? Il y a de trés beaux 6 x 6 et 8 x 8. Finalement, nous décidons de
considérer les carrés magiques n x n ol n est un entier plus grand ou égal a un. La grande
aventure « Carrés Magiques » devient encore plus grande!!!

Dans nos carrés magiques, nous acceptons de placer dans ceux-ci, tout ce qui s’additionne.
Pourquoi pas des nombres réels, des nombres complexes, des polynédmes, des fonctions
qguelconques et méme des carrés magiques. Mais avant tout, notre premier objectif est de
construire des carrés magiques formés d’entiers positifs (> 0) tous différents, que nous appelons
carrés magiques presque normaux. Notre deuxieme objectif est de construire des carrés
magiques formés d’entiers consécutifs a partir de 1, appelés carrés magiques normaux. Puis
notre troisieme objectif est de construire des carrés magiques dans lesquels nous trouvons le
plus grand nombre possible de figures magiques.

L'ouvrage que nous présentons ici est en trois parties. La Partie 1 s’adresse a tous et n’exige a
peu pres pas de connaissances mathématiques. Vous y trouverez les notions de base ainsi
qu’une galerie de carrés magiques lesquels présentent des propriétés étonnantes. Egalement,
un procédé pour construire un carré magique de toutes les tailles.

Vous voulez construire un carré magique 8 x 8 qui sera normal, tres facile!!! Vous voulez un
presque normal 35 x 35, tres facile mais aussi, il faudra compter quelques heures!!! Ce dernier
carré magique, une fois construit, sera un objet mathématique extraordinaire!!!

La Partie 2 demande une certaine formation mathématique : connaissance des espaces
vectoriels, de la notion de dimension, de I'algébre linéaire en général. Nous présentons certains
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théorémes avec la démonstration compléte mais aussi d’autres avec seulement les idées de
base pour que vous puissiez compléter la preuve.

La Partie 3 propose un grand nombre de programmes qui permettent la construction de carrés
magiques ayant des propriétés spéciales. On y trouve 34 annexes qui sont des compléments
d’informations. Par exemple, I'annexe 18 vous présente des carrés magiques d’ordre 3 formés
de 9 nombres premiers consécutifs. Quant aux programmes, par exemple, vous trouverez un
programme qui permet de construire tous les carrés magiques normaux d’ordre 4; il y en a
7040. On peut télécharger ces programmes sur le site Web carres-magigues.com. On propose

aussi des fichiers qui permettent la construction de carrés magiques pour les ordres 3 a 24
(MATHEMATICA), 3 a 32 (EXCEL) et des programmes pour les ordres 3 a 28 (MAPLE). Dans tous
les cas, la construction est trés simple et fait appel a seulement trois variables. Il vous suffit
d’attribuer une valeur entiére a chaque variable et le carré magique est aussitot construit. Nous
disons valeur entiére, car nous préférons des carrés formés d’entiers!!!

Dans la Partie 2, nous avons un chapitre sur les carrés multiplicatifs dans lesquels nous faisons
le produit des nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale. Si ce
produit est le méme, appelé produit magique, nous disons que notre carré est multiplicatif.

Chaque fois que nous construisons une nouvelle classe de carrés magiques, nous allons
toujours nous demander s’il est possible d’en obtenir qui soient au moins presque normaux et
méme qui soient normaux et dans ce cas, combien il y en a.

Par exemple, nous avons fabriqué la classe (sous-espace) des super-Direr-alpha qui sont des
carrés magiques d’ordre 4 caractérisés par 68 figures magiques. Cela signifie que tous ces carrés
possedent les mémes 68 figures magiques. De plus, nous avons montré qu’il n’existe que huit
super-Direr-alpha normaux. lls sont dans le chapitre 5 de la Partie 2.

De méme pour les carrés multiplicatifs; peuvent-ils n’étre formés que d’entiers tous différents et
>1 ? Nous montrerons que oui.

A la fin de chaque chapitre se trouvent des problémes qui permettent un approfondissement
des sujets traités.

Nous vous présenterons un certain nombre de conjectures et nous souhaitons que celles-ci
deviennent des théorémes dans un avenir rapproché!!! Pour établir ces conjectures, nous avons
tenu compte d’un grand nombre de cas particuliers (tres souvent quelques centaines) et de
notre intuition et ce, avec un degré de confiance tres élevé.

Suggestions :

Pour I'étude des carrés magiques d’ordre 4, gardez prés de vous le carré (*) de 5.1,
chapitre 5 de la Partie 2.

Dans la section 4.3.1 du chapitre 4 de la Partie 2, gardez pres de vous les notations
utilisées pour les rotations des carrés.


http://carres-magiques.com/
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Revenons aux fichiers « Ordre 3 », « Ordre 4 »... Ceux-ci sont construits a partir de trois
algorithmes appelés ALG-1, ALG-2 et ALG-3 (voir Partie 2, chapitre 11).

ALG-1 nous permet de construire des carrés magiques d’ordres impairs. Pour chaque ordre
impair n > 3, nous avons une structure générale qui nous permet de construire une infinité de
carrés arithmétiques (voir le glossaire de la Partie 1) d’ordre n = 2k + 1. En suivant une toute
petite régle, nous pouvons construire une infinité de carrés arithmétiques presque normaux
dont au moins un qui sera normal. Pour construire tous ces carrés magiques d’ordre n, nous
n’avons besoin que de trois variables a, r et t. Vous donnez a chacune de ces variables une
valeur et il en résultera un carré magique arithmétique qui de plus, sera associatif (voir 12 du
glossaire de la Partie 1). Mais a partir de cette structure générale, nous n’obtenons pas tous les
carrés arithmétiques. D’en obtenir une infinité n’est déja pas si mal!!!

Il en sera de méme avec ALG-2 qui nous permet de construire des carrés magiques d’ordres
pairs multiples de 4. Pour chaque ordre pair multiple de 4 a partir de n = 4, nous avons une
structure générale qui nous permet de construire une infinité de carrés arithmétiques d’ordre
n=4k. En suivant la méme petite régle, nous pouvons construire une infinité de carrés
arithmétiques presque normaux dont au moins un qui est normal. De plus, ces carrés sont tous
associatifs.

Enfin, ALG-3 nous permet de construire des carrés magiques d’ordres pairs non multiples de 4.
Pour chaque ordre pair non multiple de 4 a partir de n = 6, nous avons une structure générale
qui nous permet de construire une infinité de carrés arithmétiques d’ordre n = 4k + 2. En suivant
la méme petite regle, nous pouvons construire une infinité de carrés arithmétiques presque
normaux dont au moins deux qui sont normaux. En général, ils ne sont pas associatifs.

La structure générale des carrés magiques d’ordre 3, par exemple, est un carré magique dans
lequel nous trouvons des expressions algébriques dans chacune de ses neuf cases. Nous
pourrions avoir dans une case I'expression a. Nous pouvons alors attribuer a a la valeur que
nous voulons. Dans chacune des autres cases, nous devons attribuer la méme valeur a a dans
I'expression qui s’y trouve. Si nous avons posé a = 4, alors dans I'expression S —a — b, nous
devons remplacer a par 4, b par sa valeur et S par la sienne. Voyons cette structure générale :

(*)

Ce carré d’ordre 3 est magique, car la somme obtenue dans chaque rangée, chaque colonne et
chaque grande diagonale est toujours la méme soit S. Nous y voyons trois variables qui sont, a, b
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et S. Une des cases renferme |'expression S —a — b, par exemple. Donnons aux trois variables les
valeursa=4,b=9etS=15. Nous obtenons alors le carré magique :

4 9 24 419 |2
i 57 0™ 7
8 1 6l 8|16

Le premier carré a gauche est sous forme matricielle tandis que celui de droite est sous forme
standard. Dans 'ouvrage, nous utiliserons les deux formes. Ici, la somme magique est 15.

Le carré magique (*) est la structure générale des carrés magiques d’ordre 3. Cela signifie que
(*) ne génere que des carrés magiques d’ordre 3 et les génere tous. Cette structure générale
n’est cependant pas unique. Si nous avions une autre structure générale (**), alors celle-ci,
semblable a (*), nous donnerait également tous les carrés magiques d’ordre 3. Nous dirions
alors que les structures (*) et (**) sont équivalentes.

Donc quand nous disons « voici la structure générale des carrés magiques d’ordre 12 », cela ne
doit pas laisser sous-entendre qu’elle est unique. Nous pourrions aussi dire « voici une structure
générale...», ce qui laisse sous-entendre qu’il y en a d’autres. Mais les autres sont équivalentes!

Vous trouverez, sur le CD, les fichiers « Ordre 3 », « Ordre 4 » jusqu’a « Ordre 24 » dans
MATHEMATICA, jusqu’a « Ordre 32 » dans EXCEL et au moins jusqu’a « Ordre 28 » dans MAPLE.
Ces fichiers vous permettent de construire, pour tous ces ordres, un carré magique normal et
une infinité de carrés magiques presque normaux. Tous les carrés magiques ainsi construits sont
des carrés arithmétiques; de plus, ils sont associatifs pour les carrés d’ordres impairs et pour
ceux d’ordres pairs multiples de 4. Pour construire un carré magique normal d’ordre n, il suffit
d’attribuer aux variables a, r et t les valeurs suivantes :a=1,r=1ett=noua=1,r=nett=1.
Pour avoir un presque normal, il suffit d’attribuer a a, une valeur entiére > 0, une valeur entiére
>0 ar et une valeur entiere >0 a t avect > (n — 1) r. Par exemple, pour n = 8, nous pouvons
prendre a =5, r =3 ett =22 ou tout entier > 21. Nous voyons qu’alors, il existe une infinité de
carrés arithmétiques presque normaux. Notons ici que I'ordre d’un carré magique nous indique
sa taille. Le petit carré ci-haut est d’ordre 3. Nous disons aussi que c’est un 3 x 3.

Chaque triplet (a ; r; t) détermine donc un carré magique. Et oui, trois nombres suffisent!!!

Dans chaque fichier, vous trouverez la structure générale qui vous permettra de construire une
infinité de carrés magiques presque normaux et au moins un carré normal. Ceux-ci sont tous
arithmétiques (voir chapitre 11). Cependant, cette structure ne vous donne pas tous les carrés
arithmétiques. C’'est le cas avec MATHEMATICA.
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Avec EXCEL, vous trouverez les trois carrés de base avec lesquels nous obtenons la structure
générale, illustrée dans MATHEMATICA mais non dans EXCEL. Vous pouvez voir aussi les trois
carrés de base dans MATHEMATICA.

Avec MAPLE, nous avons un premier programme qui vous permet de construire des carrés
arithmétiques pour tous les ordres impairs a partir de n = 3. Cependant, pour imprimer ces
carrés, il ne faut pas que l'ordre soit trop grand. Pour les voir a I'écran, sans probléme, nous
allons jusqu’a n = 53. Nous pourrons choisir un plus grand n si nous avons un plus grand écran!!!
Ce programme se nomme CM-arith-2k + 1.

Notre deuxieme programme, CM-arith-4k, permet de construire des carrés arithmétiques pour
tous les ordres pairs multiples de 4 a partir de n = 4. Notre écran nous permet d’aller jusqu’a
I'ordre n = 44.

Notre troisieme programme, CM-arith-4k + 2, permet de construire des carrés arithmétiques
pour tous les ordres pairs non multiples de 4 a partir de n = 6. Notre écran nous permet d’aller
jusqu’a l'ordre n = 46.

Dans chacun de ces trois programmes, il vous faut préciser la valeur de n, 'ordre du carré
normal que vous voulez construire. Pour les presque normausx, il vous faudra préciser la valeur
de n, g, r et t, tout en respectant t>(n—1) r ou r>(n—-1) t, condition suffisante pour avoir un
presque normal sachant que déja, g, r et t prennent des valeurs entieres > 0.

Dans la mesure du possible, nous chercherons toujours le nombre de figures magiques que
possede un carré magique c’est-a-dire sa fréguence que nous notons f(S) ol S est sa somme
magique.

Nous verrons que parmi les carrés magiques, certains sont remarquables :

Les ultra-magiques et les hyper-magiques.

Certains carrés d’ordre 4, les super-Diirer-alpha par exemple (il n’y a que 8 normaux).
Carrés magiques formés exclusivement de nombres premiers.

Carrés magiques formés exclusivement de nombres composés.

Carrés magiques formés exclusivement de fonctions.

Carrés k-multi-magiques.

Carrés doublement magiques.

Carré magique d’ordre 8 qui renferme un seul nombre premier, par exemple.

Et ainsi de suite...

Puis les carrés multiplicatifs dans lesquels la multiplication remplace I'addition. Nous savons
gu’a chaque carré magique correspond un carré multiplicatif et qu’a chaque carré multiplicatif
correspond un carré magique.

Nous verrons aussi quelques cubes magiques parfaits.
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On nous demande souvent a quoi servent les carrés magiques.

1 Au plaisir gu’ils nous donnent. lls sont des objets mathématiques extraordinaires d’une
grande beauté!!! Il nous est facile d’admirer certains carrés magiques ou cubes
magiques ou carrés multiplicatifs de la méme fagon que nous pouvons admirer « La
Ronde de nuit » de Rembrandt ou les symphonies de Mahler!!!

Ils nous permettent de résoudre plus simplement certains problémes de mathématique.
IIs servent dans l'industrie du tissage.

Certains magiciens les utilisent.

v A WON

On les utilise en biologie.

Dans notre ouvrage, I'expression « carré magique » reviendra trés souvent puisque c’est le sujet
de I'ouvrage. Par contre, quand le contexte le permettra, nous pourrons simplement utiliser le
mot « carré ».

Vous trouverez les notations et symboles a la fin du glossaire 2 de la Partie 2.

Dans la Partie 1 de I'ouvrage, vous trouverez un grand nombre de carrés magiques numérotés.
Par exemple, nous ferons référence au carré 20, au carré 28, au carré 34...

Toujours dans la Partie 1, nous parlerons de sections au lieu de chapitres. Il y en a 13 en tout.
Nous ferons aussi référence a certains problemes. Par exemple, le probléme 59 de 5.18. Vous le
trouverez dans le chapitre 5, section 5.18 dans la Partie 2.
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Vue d’ensemble de I'ouvrage

Partie 1 — Introduction aux carrés magiques

Section Contenu de la section Page

1. Introduction : carré magique, ordre du carré, somme magique, 3
figure et figure magique, carré magique normal et presque
normal, carré premier et super-premier, fréquence d’un
carré magique.

2. Caractéristiques d’un carré magique, diagonales et fréquence. 6
2.1 Caractéristiques d’un carré magique d’ordre n.
2.2 Les diagonales grandes et brisées et carré magique
pandiagonal.
2.3 Fréquence de la somme magique.
3. Galerie de carrés magiques : carré ultra-magique, carré 10

hypermagique, ultra-figure et super-figure.

4, Construction des carrés magiques d’ordre 3. 27

5. Construction de carrés magiques d’ordre 4 : 30
les super-Diirer-alpha.

6. Construction de carrés magiques d’ordres n > 2, nouveau procédé. 36
7. Comment construire vos carrés magiques d’ordre 4? 49
8. Probléme du cavalier et carré magique. 52
9. Magie avec Direr. 54
10. Glossaire 1. 58
11. Problemes. 66
12. Remarque importante. 68
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Partie 2 — Les carrés magiques et les carrés multiplicatifs

Note : cha " "1 chapitre$!$t&4$# de la Partie 2 comporte sa propre pagination

1.

Introduction

Opérations sur les carrés magiques, espaces vectoriels

Structures générales des espaces vectoriels sur le corps des nombres réels,

formés de carrés magiques et dimensions

Les carrés magiques d’ordre 1, 2 et 3

4.1
4.2
4.3

Les carrés magiques d’ordre 1

Les carrés magiques d’ordre 2

Les carrés magiques d’ordre 3, premiere structure générale

43.1
4.3.2
433
43.4

4.3.5
4.3.6
4.3.7
4.3.8

Carrés magiques normaux et équivalents

Seconde structure générale pour |'ordre 3

Quelques propriétés

Carrés magiques d’ordre 3 formés de neuf entiers différents donnés
a l'avance

Comment fabriquer des carrés magiques spéciaux?
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Partie 3 — Les annexes et les programmes

La Partie 3 de cet ouvrage propose 34 annexes qui sont des compléments d’informations. Par
exemple, dans I'annexe 18, vous trouverez 10 carrés premiers parfaits d’ordre 3 (formés de 9
nombres premiers consécutifs) trouvés par Harry L. Nelson en 1988. Avant 1988, aucun carré
premier parfait d’ordre 3 n’était connu.

Puis, vous trouverez des fichiers et programmes EXCEL (annexe 21), MATHEMATICA (annexe 22)
et MAPLE (annexe 23). Ces annexes vous donnent le nom des fichiers et programmes ainsi
gu’une bréve description de chacun. Avant d’avoir accés a ceux-ci, nous vous suggérons
fortement de consulter les annexes 21, 22 et 23.

Quant a l'annexe 23, vous y trouverez les programmes dans MAPLE construits par Claude St-
Hilaire, lesquels ont apporté au texte un bon nombre de données nouvelles. Par exemple, nous
savons qu’il existe 3456 Direr parmi les 7040 carrés magiques normaux d’ordre 4. Les deux
programmes pour construire les m-ultra-magiques d’ordre 5 et les m-hyper-magiques d’ordre 6
méritent, comme aux échecs, un prix de beauté!!!

Annexe 1: Quelques structures générales
Cette annexe présente les principales structures générales qui
permettent la construction de nombreux carrés magiques et carrés
multiplicatifs.

Annexe 2 : Quelques conjectures et observations
Les conjectures présentées ici peuvent étre vues comme autant de
projets de recherches.

Annexe 3 : Carrés magiques emboités appelés r-tours
Dans une r-tour, chaque carré magique M devient un autre carré
magique si nous ajoutons une bordure autour de M. Vous verrez
comment construire une r-tour. Par exemple, dans une 8-tour impaire,
vous trouverez 8 carrés magiques d’ordres impairs.

Annexe 4 : Réflexion sur les inverses
L'inverse par rapport a quelle multiplication?

Annexe 5 : Des carrés verticaux-alpha, horizontaux-alpha et plus
Ce sont des carrés magiques exceptionnels. Dans chaque colonne
(rangée), tous les entiers se terminent par le méme chiffre, différent
d’une colonne (rangée) a I'autre.

13
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Annexe 6 :

Annexe 7 :

Annexe 8 :

Annexe 9 :

Annexe 10 :

Annexe 11 :

Annexe 12 :

Annexe 13 :

Annexe 14 :

Annexe 15 :

Lemme sur les diagonales brisées

Nous montre comment les diagonales, grandes et brisées, se
rencontrent a l'intérieur et a I'extérieur du carré. Il sert a démontrer
I'algorithme ALG-1.

Excursion dans les nombres premiers
Cette annexe explore les nombres premiers et les n-uplets de nombres
premiers.

Suite de 16 nombres premiers consécutifs
Nous construisons des carrés premiers parfaits d’ordre 4.

Carré a la fois magique et multiplicatif

Nous connaissons des carrés presque normaux qui sont a la fois
magiques et multiplicatifs; ils sont d’ordres 7, 8 et 9 (voir chapitre 13 de
la Partie 2). La présente annexe montre qu'’il n’existe pas de tels carrés
pour les ordres 3 et 4.

Diviseurs universels
Carré semi-magique d’ordre n qui divise tous les carrés magiques et
semi-magiques d’ordre n.

Carrés magiques avec k nombres premiers
Vous voulez construire un carré magique d’ordre 6 qui contient
exactement 5 nombres premiers, c’est tres simple!!!

5040 permutations, 5040 carrés magiques d’ordre 5
Nous permutons les chiffres de tous les entiers d’un carré magique pour
obtenir un nouveau carré magique de méme somme!!!

Preuves des théorémes 14.14 et 14.15

Ces théoremes montrent qu’il existe une infinité de carrés composés
presque normaux et une infinité de carrés presque normaux qui
renferment n? entiers consécutifs dont un seul est premier.

Preuve du théoreme 14.9
On donne ici la dimension de I'espace vectoriel des carrés magiques de
sommes nulles qui possédent I'antisymétrie centrale.

Polynomes rationnels a valeurs entiéres
On indique ici quand un polynéme a coefficients rationnels prend des
valeurs entiéres lorsque la variable est un entier.

14
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Annexe 16 :

Annexe 17 :

Annexe 18 :

Annexe 19 :

Annexe 20 :

Annexe 21 :

Annexe 22 :

Annexe 23 :

Structure générale des hyper-magiques d’ordre 10
Cette annexe nous permet de construire des hyper-magiques d’ordre 10.
L'annexe 16 en présente un presque normal.

Réflexion sur les rotations d’un carré
On propose ici une fagcon de noter ces rotations.

Carrés magiques d’ordre 3 avec 9 nombres premiers consécutifs
Nous donne les 27 carrés premiers parfaits connus d’ordre 3.

L'annexe 18.1, présente 23 nouveaux carrés premiers parfaits d’ordre 3
trouvés a l'aide de 3 p-générateurs. Nous en avons maintenant 50 en
date du 26 juillet 2020.

Comment j’ai trouvé ALG-1

Montre le cheminement qui conduit a I'algorithme ALG-1 lequel nous
permet de construire des carrés arithmétiques associatifs d’ordres
impairs.

Applications de carrés magiques
Cette annexe présente quelques applications des carrés magiques.

Les fichiers EXCEL
Le fichier proposé permet de construire une infinité de carrés magiques
d’ordres 3 a 32.

Les fichiers MATHEMATICA

Ces fichiers (programmes) vous permettent de construire des carrés
magiques d’ordres 3 a 24. D’autres vous donnent, pour un carré
magique, le nombre de figures magiques, ses 8 équivalents, etc.

Pour utiliser ces programmes, vous devez disposer de I'application
MATHEMATICA.

Les programmes MAPLE

Cette annexe vous présente un grand nombre de programmes dans
MAPLE dont CM-arith-2k+1 qui vous permet de construire des carrés
magiques (arithmétiques) d’ordres impairs. Un autre nous donne les
7040 carrés magiques normaux d’ordre 4 et les 880 primitifs, etc.

15
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Annexe 24 :

Annexe 25 :

Annexe 26 :

Annexe 27 :

Annexe 28 :

Annexe 29 :

Annexe 30 :

Pour utiliser ces programmes, vous devez d’abord disposer de
I'application MAPLE. Téléchargez le dossier « Programme-MAPLE »
comprenant les programmes et décompressez-le sur le bureau de votre
ordinateur. Pour ouvrir un programme, chargez d’abord le programme
Maple et allez choisir votre programme dans le dossier « Programmes-
Maple » sur le bureau de 'ordinateur.

Note : ne pas essayer d’ouvrir un programme en double-cliquant dessus
avant de charger le programme Maple.

Ouvrez ensuite |‘application MAPLE, choisissez « Bureau » comme
dossier des programmes a ouvrir, puis choisissez le programme a utiliser.

Le procédé tr £ t et £t r pour construire les équivalents
Une autre approche pour construire les équivalents d’un carré magique.

Suites arithmétiques dans un carré magique
On montre comment construire un carré magique dont les n? nombres
forment une suite arithmétique.

L’espace vectoriel des m-Diirer (MD*)

On montre que nous sommes bien en présence d’un espace vectoriel sur
R. Aussi, nous montre comment nous trouvons la structure générale des
m-Direr a partir de la structure générale des Direr.

Carrés magiques vers carrés multiplicatifs
On y verra comment construire une structure générale de carrés
multiplicatifs a partir d’une structure générale de carrés magiques.

Une autre structure générale pour les Diirer
Celle-ci est plus simple que la premiere!!!

Problémes supplémentaires

Vous pouvez proposer un nouveau probléme (avec solution) sur les
carrés magiques ou multiplicatifs que nous ajouterons a I'annexe 29 en
indiquant I'auteur de chaque probléme.

L'annexe 29.1 présente des solutions aux problémes de I'annexe 29.

Les carrés géométriques

Semblables aux carrés arithmétiques (chapitre 11), les carrés
géométriques sont des carrés multiplicatifs tels que les nombres de
ceux-ci forment un tableau géométrique (voir page 2 de I'annexe 30).
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Annexe 31 :

Annexe 32 :

Annexe 33 :

Annexe 34 :

Carrés magiques normaux pandiagonaux d’ordre 7 avec les centres
dela49

Il est faux de croire que ces carrés ont toujours S/n comme centre. A la
fin, vous trouverez le bel-intrus-9587. La case centrale renferme le seul
nombre premier du carré soit 9587.

Carrés m-ultra-magiques presque normaux
On montre quelques propriétés des m-ultra-magiques et comment en
construire un d’ordre 5.

24 permutations d’ou 24 carrés d’ordre 10
On observera ici un groupe de 24 carrés magiques d’ordre 10 avec des
propriétés remarquables.

Projets de recherches; divers

On propose quelques projets de recherches ainsi que deux carrés
magiques avec date de naissance.
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1. Introduction

Les carrés magiques sont des objets mathématiques remarquables. Ils sont connus depuis
plusieurs siécles avant J.-C. et ont fasciné presque tous les mathématiciens ainsi que tous ceux
qui aiment les jeux d’esprit.

Considérons le carré suivant, formé de seize cases dans lesquelles se trouve un nombre par
case:

16 3 2 13

Carré 1

Si vous additionnez tous les nombres de chaque rangée, de chaque colonne et de chaque
grande diagonale, vous trouvez toujours la méme somme soit 34. Pour cette raison, nous dirons
gue notre carré est magique. Le carré ci-haut est un carré magique de somme magique 34.
C'est aussi un carré d’ordre 4 ou encore un 4x4. Cela signifie que nous y trouvons 16 cases
carrées de méme taille disposées en 4 rangées et 4 colonnes formant ainsi le grand carré.

Nous trouvons dans la littérature sur les carrés magiques de nombreux procédés de
construction. Ceux-ci nous permettent de construire des carrés magiques de tous les ordres.
Nous pouvons construire des carrés magiques d’ordre 3, 4, 5, 6, ..., n ou n est un entier
qguelconque plus grand que zéro. Ces différents procédés nous permettent, en général, de

construire un seul carré magique formé des entiers de 1 a n%. Par exemple, de 1 a 25 si le carré
est d’'ordre 5 et de 1 a 144 si le carré est d’ordre 12. De plus, ces procédés sont trés différents
selon que I'ordre est un entier impair ou pair et les procédés lorsque I'ordre est impair sont plus
simples que lorsque celui-ci est pair.

Nous n’allons pas présenter ici ces procédés que vous pouvez trouver dans de nombreux
ouvrages sur les carrés magiques et sur Internet. Cependant, nous présenterons une toute
nouvelle méthode qui vous permettra de construire autant de carrés magiques que vous le
désirez, pour un ordre donné.

Revenons au carré magique ci-haut. Cet objet est extraordinaire car il est formé de 16 entiers
différents et non seulement toutes les rangées, colonnes et grandes diagonales ont pour somme
34, mais aussi la somme des 4 coins (4 + 1 + 13 + 16 = 34) et la somme des 4 cases centrales
donne également 34 (10 + 11 + 7 + 6 = 34). Nous verrons plus loin que dans ce carré magique,



nous pouvons obtenir la somme 34 de 86 fagons différentes en faisant la somme des entiers
situés dans 4 cases différentes. En voici quelques exemples : 9+10+14+1=5+15+11+3=3
+9+10+12=10+6+ 16 + 2 = 34. Cela est tout a fait extraordinaire!!!

Soit maintenant un carré magique d’ordre n dont la somme magique est S. Un groupe de n cases
distinctes est appelé figure. Si la somme des nombres situés dans une figure est égale a S, alors
nous dirons que cette figure est une figure magique. Enfin, si notre carré magique ne renferme
que des entiers strictement positifs (>0) et tous différents deux a deux, alors celui-ci sera dit
presque normal et si tous les entiers sont consécutifs, le plus petit étant 1, alors notre carré sera
dit normal.

Le carré 1 est un carré normal puisqu’il renferme les entiers consécutifs de 1 a 16. Notons qu’un
carré normal est aussi presque normal. Voyons quelques carrés magiques d’ordre 3,4 et 5 :

71 | 79 | 83 | 103

41212 97 | 107 | 109 | 23

315 |7 157 (113 | 7 | 59

8 | 1|6 11 | 37 | 137151
Carré 2 Carré 3

Le carré 2 est un carré magique d’ordre 3 et de somme magique S = 15. De plus, il est normal
puisqu’il renferme tous les entiers consécutifs de 1 a 9 et il possede 8 figures magiques soient
les 3 rangées, les 3 colonnes et les 2 grandes diagonales.

Le carré 3 est un carré magique d’ordre 4 et de somme magique S = 336. Ce carré est presque
normal puisque les 16 nombres sont des entiers strictement positifs et tous différents. Il
posséde 25 figures magiques. De plus, ce carré magique est premier car les 16 entiers qu’il
contient sont tous des nombres premiers; nous dirons simplement que c’est un carré premier.
Il peut méme arriver que la somme magique d’un carré premier soit aussi un nombre premier;
nous dirons alors que c’est un carré super-premier.

Quant aux figures magiques, nous pouvons les trouver lorsque I'ordre du carré n’est pas trop
grand mais déja avec n = 5, si le carré est normal, nous avons 1394 figures magiques. Le carré
normal d’ordre 8 renferme 35 154 340 figures magiques! Le carré normal d’ordre 10 renferme,
quant a lui, 78 132 541 528 figures magiques!!! Absolument incroyable!!!

Voila pourquoi nous pouvons trouver plus facilement les figures magiques d’un carré d’ordre 4
et de certains carrés d’ordre 5. Par exemple, nous connaissons les 52 figures magiques que
possedent tous les carrés magiques qui appartiennent a la « classe » des super-Diirer laquelle
sera présentée dans la Partie 2 de I'ouvrage, au chapitre 5, section 5.5, pages 13 a 17.

Terminons en disant qu’aujourd’hui, trouver le nombre de figures magiques d’un carré normal
d’ordre 50 000, est tout a fait impossible!! Quant a demain, qui sait?



18 | 31 | 13 | 12 | 34 1 8 15 | 19 | 22

17 [ 39 | 21 | 4 27 14 | 17 | 21 3 10

19 | 24 8 15 | 42 | 23 5 9 12 | 16

1 9 56 | 40 2 7 11 | 18 | 25 -

53 5 10 | 37 3 20 | 24 2 6 13
Carre 4 Carré 5

Le carré 4 est un carré magique d’ordre 5 et de somme magique S = 108. C’est un carré magique
presque normal et il possede 626 figures magiques. Les 4 coins ne forment pas une figure;
cependant la somme est 108.

Le carré 5 est un carré magique d’ordre 5 et de somme magique S = 65. C'est un carré magique
normal et il posséde 1394 figures magiques.

Une question importante ici: comment faisons-nous pour trouver le nombre de figures
magiques dans un carré magique? Nous avons construit, dans MATHEMATICA, un petit
programme (voir 5.2 dans la partie 2 et le fichier « Le compte » dans la Partie 3, annexe 22) quivous
permet de trouver le nombre de figures magiques d’un carré magique dont I'ordre nvariede3a7
(dans la mesure ou la mémoire de votre ordinateur est suffisante ). Dans MAPLE, le programme
nous permet de trouver le nombre de figures magiques et de les illustrer pourlescasn=3,4et5
(voir Illustration-figures dans la Partie 3, annexe 23). Mentionnons ici que MATHEMATICA et
MAPLE sont des logiciels de mathématiques trés puissants!!!

Le nombre de figures magiques que possede un carré magique est appelé la fréquence du carré
et nous la notons f(S). Ainsi pour le carré 4, f(108) = 626 et f(65) = 1394 pour le carré 5.

Déterminer le nombre de figures magiques dans un carré magique n’est jamais facile sauf
lorsque I'ordre du carré est petit : n < 11. Déja, le nombre de figures magiques dans un carré
magique normal d’ordre 10 est 78 132 541 528. Dans un carré normal d’ordre 12, nous n’avons
pas calculé le nombre de figures magiques mais nous savons que ce nombre est énormément
supérieur a 138 519 474 164 632.

Une autre difficulté est de savoir combien il existe de carrés magiques normaux d’ordre n. Pour
n = 3, il en existe 8 mais pour n = 4, nous en sommes a 7040. Pour n =5, il existe un nombre
impressionnant de carrés magiques normaux soit 2 202 441 792. Pour n > 5, on ne connait
gu’une approximation du nombre de carrés magiques normaux.

Nous pouvons trouver une infinité de carrés magiques presque normaux pour tous les ordres
supérieurs a 2; cependant, le nombre de carrés magiques normaux sera toujours un nombre fini.



2. Caractéristiques d’un carré magique, diagonales et fréquence

2.1 Caractéristiques d’un carré magique d’ordre n :

D’abord, nous devons nous assurer que le carré est bien magique en trouvant la somme des
nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale ce qui nous fait 2n+ 2
sommes a trouver. Si ces 2N+2 sommes sont égales au méme nombre S, alors le carré est
magique de somme magique S.

Ici, N représente la taille du carré, ce qui signifie que notre carré est formé de N rangées de N
cases et de N colonnes de N cases donc qu’il renferme Nx N = Nn? nombres.

Quand le carré est magique, la somme S de la premiére rangée est la somme magique du carré.

Le carré est presque normal s’il renferme que des entiers strictement positifs et différents 2 a 2.

; . . N 2
Le carré est normal s’il renferme tous les entiersde 1an-.

Une figure magique dans un carré magique d’ordre n est un groupe de n cases distinctes dont la
somme est la somme magique. Notez que deux cases distinctes peuvent contenir le méme
nombre. Une case se distingue d’une autre case si elle noccupe pas la méme position dans le
carré. La premiére case située a gauche dans la premiére rangée en haut est la méme que la
premiere case en haut située dans la premiére colonne a gauche. Cette case est différente de la
premiere case située a droite dans la premiére rangée du haut. En résumé, un carré magique est

formé de n? cases distinctes.

La fréquence d’un carré magique de somme magique S est le nombre de figures magiques que
posséde ce carré et se note f(S). Nous dirons aussi que c’est la fréquence de la somme S.

Dans la mesure du possible, nous essayerons de trouver toutes les figures magiques d’un carré
magique. Certaines figures magiques sont plus intéressantes que d’autres :

Dans le carré de gauche, la figure en vert ressemble a un cerf-volant tandis que la figure en bleu
ressemble a une fusée; dans le carré de droite, la figure est plutét quelconque.



2.2 Les diagonales grandes et brisées et carré magique pandiagonal

Il n’existe que deux grandes diagonales, la secondaire (en brun dans le carré de gauche) et la
principale (en brun dans le carré de droite). Puis il y a les diagonales brisées (en vert dans
chaque carré). Nous parlerons de diagonales brisées secondaires et de diagonales brisées
principales. Une diagonale brisée secondaire (carré de gauche) est formée de deux branches
(petites diagonales) paralléles a la grande diagonale secondaire, I'une d’un c6té et I'autre, de
I"autre coté de la grande diagonale secondaire. L'une des branches contient k cases et |'autre
branche, n —k cases. Le total des cases dans une diagonale, grande ou brisée, est toujours n.

De méme pour les diagonales brisées principales.

Grande diagonale secondaire Grande diagonale principale

Dans le carré de gauche, on voit, en brun, la grande diagonale secondaire et en vert, une
diagonale brisée (premiére branche : 2 cases, deuxieme branche : 3 cases; n=5,k=2,n—k=3.

Dans le carré de droite, on voit, en brun, la grande diagonale principale et en vert, une diagonale
brisée (premiére branche : 1 case, deuxiéme branche : 4 cases; n=5, k=1, n—k =4).

Dans tout carré d’ordre N > 3, nous avons 2 grandes diagonales, 2n— 2 diagonales brisées donc
en tout, 2n diagonales.

Nous dirons diagonale au lieu de grande diagonale et diagonale brisée quand ce sera le cas.

Les diagonales principales sont: la grande diagonale principale et les diagonales brisées
paralleles a la grande diagonale principale; les diagonales secondaires sont: la grande
diagonale secondaire et les diagonales brisées paralléles a la grande diagonale secondaire.

Dans un carré magique, si toutes les diagonales brisées sont des figures magiques, alors nous
dirons que notre carré est pandiagonal.



2.3 Fréquence de la somme magique

Considérons les carrés magiques normaux d’ordre N .

Le tableau suivant indique le nombre de figures ainsi que le nombre de figures magiques
(fréquence du carré) pour les carrés magiques normaux d’ordre 3a 10 :

n Somme magique Nombre de figures Nombre de figures magiques
3 15 84 8

4 34 1820 86

5 65 53130 1394

6 111 1947 792 32134

7 175 85900 584 957 332

8 260 4 426 165 368 35154 340

9 369 260 887 834 350 1537408 202

10 505 17 310 309 456 440 78 132 541 528

Pour n = 3 jusqu’a n = 7, nous avons utilisé une seule fois le fichier « Le compte » de
MATHEMATICA que vous trouverez dans la Partie 3, annexe 22, et nous avons obtenu directement
le résultat. Le travail a donc été fait en une seule étape. Pour n=8, 9 et 10, nous avons toujours
utilisé le méme programme mais a plusieurs reprises comme suit :

Pour n = 8, nous avons fait deux groupes de 32 entiers et avons fait le travail en neuf étapes.
Pour n =9, nous avons fait deux groupes (41 et 40 entiers) et fait le travail en dix étapes.
Pour n =10, nous avons fait aussi deux groupes de 50 entiers et fait le travail en onze étapes.

Dans un carré magique normal d’ordre 11, le nombre de figures magiques serait calculé en
douze étapes. Nous avons trouvé, avec seulement deux étapes, le nombre suivant :

3690 757 207 013

Le nombre exact de figures magiques sera trés supérieur!!!



Dans le un carré magique normal d’ordre 12, le nombre de figures magiques serait calculé en
treize étapes. Nous avons trouvé, avec une seule étape, le nombre incroyable suivant :

138 519474 164 632

Le nombre exact de figures magiques sera énormément supérieur!!!

(n®)! _ n®+n
_— Somme magique =

n! (n” —n)! 2

Nombre de figures =

NI=1x2x3x...x(N—=1)xnN: par exemple : 6! =1x2x3x4x5x6 =720.

La somme magique d’un carré magique normal est donné par :

C142+3+..+(M*=D+n®  n’(n*+1) n(n®+1) n’+n
n 2n 2 2

S

Pour tout entiern >3, il existe au moins un carré magique normal et sa somme magique est
3

donnée par$S = T Evidemment, deux carrés magiques normaux d’ordre N ont la méme

somme magique.

Pour simplifier, nous dirons qu’un carré magique est de somme S au lieu de dire qu’il est de
somme magique S.

La fréquence f (S) de la somme magique S s’appelle aussi la fréquence du carré magique et
représente le nombre de figures magiques que posséde ce carré.

Les fréquences (nombre de figures magiques) du tableau ci-haut ont été calculées également
avec MAPLE al’aide d’un programme plus rapide que « Le compte ».Vous le trouverez dans la
Partie 3, annexe 23, programmes 03 et 27.

Nous allons maintenant passer a la galerie de carrés magiques. Vous y verrez un grand nombre
de carrés magiques dont certains sont remarquables. Chaque carré sera numéroté afin que nous
puissions nous y référer tout au long de cet ouvrage. Chacun sera accompagné de ses
principales caractéristiques.

Ensuite, nous verrons comment construire des carrés magiques.



3. Galerie de carrés magiques

Tous les carrés qui suivent sont magiques. Nous allons donner, pour chacun, ses principales
caractéristiques.

2 7 6

9 5 1

4 3 8
Carré 6

Le carré 6 est normal d’ordre 3. S = 15 et f(15) = 8. Ce carré est I'un des huit carrés magiques
normaux d’ordre3. Les sept autres sont obtenus par rotations planaire ou spatiale. En voici

deux :

4 9 | 2 2 9 4

3 5|7 7 5 3

8 1 |6 6 1 8
Carré 7 Carré 8

Le carré 7 est obtenu du carré 6 par une rotation planaire de -90°, soit dans le sens des aiguilles
d’une montre.

Le carré 8 est obtenu du carré 6 par une rotation planaire de -90° suivie d’une rotation spatiale
de 180° est-ouest (voir glossaire 1).

Aux rotations pres, nous considérons avoir un seul carré magique normal d’ordre 3, le carré 6,
par exemple. Nous dirons alors du carré 6 qu’il est primitif. Les sept autres sont ses équivalents.

3/2 2/7 | 31/14 43 | 67 | 109
43/21 | 4/3 | 13/21 139 | 73 7
19/42 | 50/21 | 7/6 37 | 79 | 103

Carré 9 Carré 10
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Le carré 9 est un carré magique d’ordre 3; S = 4 et f(4) = 8. Ce carré magique est formé de
nombres rationnels non entiers.

Le carré 10 est un carré magique d’ordre 3 presque normal; S = 219 et f(219) = 8. Ce carré
magique est premier puisqu’il renferme neuf nombres premiers. Sa somme, 219, n’est pas un
nombre premier.

12 | 12 | 12 9 19 5

12 | 12 | 12 7 11 | 15

12 | 12 | 12 17 3 13
Carré 11 Carré 12

Le carré 11 est un carré magique d’ordre 3 avec S = 36. Il n’est pas presque normal. Ce carré
magique est dit trivial car nous trouvons le méme nombre dans chaque case. Le nombre de
facons de choisir trois cases distinctes parmi les neuf du carré est 84 d’ou f(36) = 84.

Le carré trivial formé du nombre 1 nous sera tres utile dans la construction de carrés magiques.

Le carré 12 est magique d’ordre 3 avec S =33 et f(33) = 8. Il est formé de 9 entiers qui forment
une suite arithmétique deraison2:3 5 7 9 11 13 15 17 19. Ce carré est presque normal.

Dans tous les carrés magiques d’ordre 3 présentés jusqu’a maintenant, vous pouvez observer
gue la somme magique est égale a 3 fois le nombre de la case centrale. En est-il toujours ainsi?

La réponse est oui et la démonstration sera demandée en exercice (section 11, probleme 4).
Cette propriété est particuliere aux carrés d’ordre 3. Cependant, si n est un entier impair
supérieur a 3, alors nous pouvons toujours trouver un carré magique d’ordre n tel que sa
somme magique soit égale a n fois le nombre de la case centrale. D’'un autre cOté, nous
connaissons 25 carrés magiques d’ordre 5, de somme magique S = 65 dont les nombres centraux
varient de 1 a 25. Donc, la somme magique n’est pas toujours égale a n fois le nombre central.

9 |12 | 12 | 21
17 | 13 | 13 | 11
22 | 14 | 14 | 4 6 7
6 | 15| 15 | 18 3 2

Carré 13 Carré 14

Le carré 13 est magique d’ordre 4. S = 54 et f(54) = 86. |l n’est pas presque normal. Remarquez
gue les deux colonnes centrales sont identiques et formées de quatre entiers consécutifs.
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Le carré 14 est un carré magique d’ordre 4. S=34 et f(34) = 86. Il est normal. Nous verrons dans
la partie 2 de cet ouvrage que le carré 14 est un diabolique, a cause de ses 86 figures magiques
spéciales et que tous les diaboliques non triviaux ont les mémes 86 figures magiques. De plus,
nous verrons que les seize nombres dans tous les diaboliques forment une suite arithmétique.
Le procédé de construction d’un diabolique est indiqué dans le carré 14 grace aux quatre
couleurs. Enfin, si un diabolique non trivial a pour somme magique S, alors f(S) = 86 et Il n’existe
gue deux diaboliques normaux dont I'un est obtenu de I'autre par une rotation planaire de 180°.

314 | 159 | 265 | 358 1 8 13 | 12

317 | 306 | 200 | 273 14 | 11 | 2 7

275 | 348 | 242 | 231 4 5 16 | 9

190 | 283 | 389 | 234 15 | 10 | 3 6
Carré 15 Carré 16

Le carré 15 est magique d’ordre 4 avec S = 1096 et f(1096) = 52. C'est un carré presque normal.
Vous pouvez observer que la premiéere rangée du haut renferme les douze premiers chiffres du
nombre 7z . En effet, 7 =3,1415926535897.... Ce carré est un A-Diirer car il posséde toutes
les figures magiques caractéristiques de tous les A-Direr (voir 5.9 dans la partie 2). Par exemple,
chaque carré d’ordre 2 situé dans chaque coin est une figure magique (314 + 159 + 317 + 306 =
1096; 242 + 231 + 389 + 234 = 1096 ...). De plus, si vous additionnez les nombres situés dans
deux cases symétriques par rapport au centre du carré, vous trouverez toujours 548 soit la
moitié de la somme magique (314 + 234 =200 + 348 =273 + 275 =265+ 283 =548 = ...).

Le carré 16 est magique d’ordre 4 avec S = 34 et f(34) = 86. C'est un carré normal. C’est aussi un
super-Diirer-alpha (voir 5.6 de la partie 2). Tous les super-Diirer-alpha sont pandiagonaux; vous
pouvez vérifier que toutes les diagonales brisées sont des figures magiques (8 +2+9+15=4 +
11 + 13 + 6 = 34 = ...). Une autre propriété magnifique : tout carré d’ordre deux situé dans le
carré 16 est une figure magique (1+8+14+11= 14+11+4+5=11+2+5+16=34=..).lly
a un cerf-volant (14 + 8 + 2 + 10), une fusée (2 + 16 + 10 + 6), ... . Nous verrons, également dans
la partie 2, une propriété remarquable que possedent tous les super-Direr-alpha, laquelle
propriété nous a conduit au nouveau procédé de construction de carrés magiques qui vous sera
présenté sous peu. Un carré magique qui aura cette propriété sera appelé carré arithmétique.

Nous allons voir maintenant deux carrés magiques plutét exceptionnels. Ils seront tous les deux
formés de seize entiers de quatre chiffres et ces seize entiers seront tous différents.

Le carré 17 est magique d’ordre 4 et de somme magique S = 17 776. Il est presque normal. A
partir du carré magique 17, nous pouvons construire 23 nouveaux carrés de la fagon suivante :
nous allons prendre chaque entier du carré 17 et lui appliquer une permutation de ses chiffres.
Nous allons utiliser la méme permutation pour chaque entier. Par exemple, la permutation :

abcd — bdac
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laquelle appliqguée a 5641 donnera 6154 et appliquée a 3247 donnera 2734. Nous placerons
6154 dans le carré 18, dans la case correspondante a la case qui contenait 5641 dans le carré 17.
Nous ferons de méme avec 2734 et tous les autres. Voila le carré 18.

6154 | 3522 | 5335 | 2765

4723 | 3377 | 5542 | 4134

3553 | 6123 | 2734 | 5366

5641 | 2325 | 3553 | 6257

2437 | 7373 | 4525 | 3441

5335|2631 | 3247 | 6563

4363 | 5447 | 6451 | 1515
Carré 17

3346 | 4754 | 4165 | 5511

Carré 18

Nous pouvons construire ainsi vingt deux autres carrés comme le 18 puisque le nombre de
permutations possibles de quatre chiffres différents est de 24. Maintenant arrivent deux
guestions : le carré 18 est-il magique et si c’est le cas, quelle est sa somme magique?

La réponse est oui. Le carré 18 est magique et sa somme magique est aussi 17 776. |l en sera de
méme pour les vingt deux autres carrés. Extraordinaire !!! Nous avons donc ici vingt quatre
carrés magiques de méme somme magique et chacun est obtenu d’un autre par une méme
permutation appliquée a tous ses entiers. Vous trouverez |’explication du oui dans la section
14.14 du chapitre 14, «carrés magiques et permutations»; vous verrez aussi comment construire
ces vingt quatre carrés magiques. Ajoutons que pour les carrés 17 et 18, f (17 776) = 52.

16 | 9 | 23 |12 | 5

22 | 15| 1 | 19| 8

4 |18 7 | 25| 11

10 | 21|14 | 3 | 17

13| 2 | 20| 6 | 24
Carré 19

Carré 20
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Le carré 19 est un carré magique normal d’ordre 5. Sa somme magique est S = 65. Ce carré
renferme 1394 figures magiques d’ou f(65) = 1394. Son centre est 7 donc, la somme magique
65 n’est pas toujours égale a 5 fois le nombre central. Enfin, ce carré magique est pandiagonal
puisque toutes ses diagonales brisées sont des figures magiques.

Le carré 20, appelé Ariane, est un carré magique d’ordre 5 presque normal. Sa somme magique
est S = 357 et f(357) = 380. Nous trouvons dans tous les Ariane six fusées verticales et cinq
fusées horizontales qui sont des figures magiques. Nous avons illustré dans le carré 20, trois
fusées verticales : 56 + 90 +39+97 + 75=357=63+79 + 67 + 80 + 68 = 102 + 58 + 85 + 37 + 75.
A vous de trouver les huit autres. Il existe une infinité d’Ariane et tous ont en commun 109
figures magiques (voir 6.2, partie 2) dont les onze fusées.

Carré 21 Carré 21 a

Le carré 21 est un carré magique normal d’ordre 5, de somme S = 65 avec f(65) = 1394. Il est
pandiagonal. De plus, chaque fois que nous prenons deux entiers en positions symétriques par
rapport au centre du carré, nous obtenons 26 soit 25/5. Nous avons illustré quelques exemples :
15 + 11 = 26 (en rouge); 8 + 18 = 26 (en vert); 23 + 3 = 26 (en bleu); 2 + 24 = 26 (en brun). Un
tel carré magique est appelé ultra-magique. Nous verrons, dans la partie 2, que tous les ultra-
magiques d’ordre 5 ont en commun 362 figures magiques; celles-ci seront présentées dans la
Partie 3, annexe 23, programme 08.

Il existe 128 carrés magiques normaux comme le carré 21. lls ont tous 13 dans la case centrale.
Vous pourrez trouver les 128 dans la Partie 3, annexe 23, programme 08.

Le carré 21a illustre deux figures magiques du carré 21. La premiere, en rouge, est une figure
magique, quelle que soit sa position dans le carré 21; nous la retrouvons donc neuf fois et nous
dirons que cette figure est une super-figure. La deuxieme, en vert, est une autre figure
magique, quelle que soit sa position dans le carré 21 et nous la retrouvons, elle aussi, neuf fois.
C’est également une super-figure.

Les carrés 21b, 21c et 21d illustrent d’autres figures magiques du carré 21.
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Nous retrouvons, dans le carré 21, 16 fois la figure de 21b, 4 fois la figure de 21c, 8 fois la figure
en vert de 21d et 1 fois la figure en rouge de 21d. Ce sont aussi des super-figures. Voyons deux

autres figures magiques spéciales :

Carré2le Carré 21 f

21b 21d

A partir de la figure du carré 21e, nous pouvons en construire sept autres en la tournant de
90°, 180° et 270°, puis en la regardant par derriere, nous en aurons une autre que nous allons
aussi tourner de 90°, 180° et 270°. Ces huit figures, issues de la figure 21e, sont appelées les
figures équivalentes de la figure 21e. Maintenant, si ces huit figures sont des figures magiques
dans le carré 21, alors nous dirons que la figure 21e est une ultra-figure. Effectivement, la figure
21e est une ultra-figure pour le carré2l; il en est de méme de la figure 21f. Voyons pourquoi :

15



Ces huit figures équivalentes, dans la position indiquée dans les huit carrés ci-haut, sont des
figures magiques dans le carré21. C'est pour cela que la figure 21e est une ultra-figure.

Les huit figures équivalentes suivantes, dans la position indiquée dans les huit carrés ci-dessous,
sont des figures magiques dans le carré21. C’est pourquoi la figure 21f est une ultra-figure.

o a
= =
aall R w i

Terminons en disant que les figures que nous venons de voir font partie des 362 figures
magiques que tous les ultra-magiques d’ordre 5 ont en commun. Un carré ultra-magique
normal d’ordre 5 possede, en plus des 362 figures magiques communes a tous les ultra-
magiques d’ordre 5, 1032 figures magiques de plus, lesquelles ne sont pas nécessairement
communes a tous les ultra-magiques.

Les ultra-magiques : des carrés fantastiques!!! Voyons maintenant un carré d’ordre 6 :

37 | 70 | 16 | 43 | 64 | 22

31 | 30 | 52 | 57 4 78

56 | 51 | 35 | 24 | 83 3

41 | 20 | 62 | 47 | 14 | 68

27 | 80 6 53 | 54 | 32

60 1 81 | 28 | 33 | 49

Carré 22
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Le carré 22 est un carré magique d’ordre 6 de somme magique S = 252 avec f(252) = 15 058. Qui
oserait penser que ce carré magique renferme 15 058 figures magiques!!!

Il est presque normal et pandiagonal. Mais il y a encore plus!! Chaque fois que nous prenons un
petit carré d’ordre 2, et il y en a 25, la somme des quatre cases donne toujours 168 soit :

4S  4x252

n

=168

De plus, sur toute diagonale, grande ou brisée, la somme de deux nombres séparés de deux
autres nombres, donne toujours 84 soit :

n 6

2S _ 2x252 _g84

Un tel carré magique est appelé hyper-magique.

Voici une autre propriété : si nous rattachions la premiere colonne a gauche a la derniére
colonne a droite, par exemple, en faisant un cylindre de notre carré, nous obtiendrions 5
nouveaux carrés d’ordre 2, de somme 168. Par exemple : 56 + 41 + 3 + 68 = 168.

Il en serait de méme avec la premiére rangée du haut et la derniére rangée du bas. Par
exemple : 43 + 64 + 28 + 33 = 168. Suivent quelques figures magiques de ce carré :

.
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Voici un extraordinaire carré magique d’ordre 8; il est presque normal de somme S = 556.

Carré 23

Il posséde les propriétés suivantes :

1) Il est pandiagonal.
2) Sinous faisons la somme des 4 cases de tout carré d’ordre 2 inclus dans ce carré, et il y
en a 49, alors nous trouvons toujours 278 soit S/2. Par exemple : 92 + 88 + 93 + 5 = 278.
3) Lasomme des 4 coins de tout carré d’ordre 4 donne 278.
Par exemple : 27 + 123 + 72 + 56 = 278 soit les 4 cases bleues.
4) La somme des 4 coins de tout carré d’ordre 6 donne 278.
Par exemple : 122 + 13 + 98 + 45 = 278 soit les 4 cases rouges.
5) La somme des 4 coins de tout carré d’ordre 7 donne 278.
Par exemple : 32 + 39 + 107 + 100 = 278 soit les 4 cases blanches.
6) Lasomme des 4 coins du carré d’ordre 8 donne aussi 278 =57 + 60 + 107 + 54.
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7) Si nous rattachions la premiére colonne a gauche a la derniére colonne a droite, par
exemple, en faisant un cylindre de notre carré, nous obtiendrions 7 nouveaux carrés
d’ordre 2, de somme 278. Par exemple : 38 + 51 + 123 + 66 = 278. ll en serait de méme
avec la premiére rangée du haut et la derniére rangée du bas. Par exemple : 68 + 86 + 43
+ 81 =278. Ainsi, nous aurions 14 nouveaux carrés d’ordre 2 de somme 278.

8) Le carré23 possede entre autres les 14 figures magiques suivantes :

Carré 23 a Carré 23 b
Carré 23 ¢ Carré 23 d
Carré 23 e Carré 23 f
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La figure magique du bas dans le carré 23d reste magique si nous la déplacons verticalement; si
nous la retournons a I'aide d’une rotation spatiale de 180° (figure du haut), elle reste magique et
méme si nous la déplagons verticalement.

Les 2 figures magiques (en vert et en orangé) du carré 23e sont des super-figures.

Carré 23 g Carré 23 h

Fantastique!!l La figure du bas dans le carré 23g est une super-figure. Donc, peu importe la
facon de placer cette figure dans le carré 23, nous aurons une figure magique. Dans le carré 23h,
la figure de gauche, en rouge, est une super-figure; ce n’est pas le cas de la figure de droite qui
est cependant magique. Revenons au carré 23g et regardons la figure du haut. Celle-ci n’est pas
une super-figure; cependant, elle est magique et si nous la déplagons verticalement, elle reste
magique. De plus, si nous la retournons de 180°, elle reste magique méme si nous la déplagons
verticalement.

Carré 23 i Carré 23 j

La figure du carré 23i est une super-figure et il en est de méme de la figure du carré 23j!!!
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Nous avons vu que le carré normal d’ordre 8 posséde exactement 35 154 340 figures
magiques !!! Nous ne serions pas surpris que le carré 23, qui est presque normal, renferme
plusieurs millions de figures magiques!!!

Petit voyage en Espagne :

11 | 7 6 9

8 | 10 10 | 5

13 | 2 3 15

Carré 24

Nous appelons le carré 24, le Gaudi. Il se trouve sur la facade de la Passion de la basilique
Sagrada Familia a Barcelone, Espagne. Sa somme magique est S = 33, I'age du Christ a sa mort.
De plus, f(33) = 88. Son seul défaut : ses deux répétitions!!! C’est le sculpteur et peintre Josep
Subirachs qui a placé ce carré magique sur la fagcade de la Passion. Il est presque certain que
Subirachs a transformé le carré magique d’Albert Diirer (voir probleme 14) afin d’obtenir le
Gaudi et ce, d’'une maniére trés simple.

11 | 23 | 139 | 31 | 227 59 | 107 | 71 | 23 | 53

137 {103 | 29 | 73 | 89 13 | 37 | 113 | 61 | 89

127 | 113 | 83 | 101 | 7 43 | 41 | 83 | 79 | 67

151 | 43 | 17 | 173 | 47 101 | 19 | 17 | 103 | 73

5 | 149|163 | 53 | 61 97 | 109 | 29 | 47 | 31
Carré 25 Carré 26
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Le carré 25 est un carré super-premier; en effet, les 25 entiers qu’il contient sont des nombres
premiers et sa somme magique S = 431 est aussi un nombre premier. C'est un carré presque

normal et f(431) = 388.

Le carré 26 est un magnifique carré super-premier. En effet, il renferme 25 nombres premiers
consécutifs allant de 13 a 113. Sa somme magique est le nombre premier 313 et f(313) = 676.

Nous avons trouvé le carré 26 sur le site suivant et nous vous invitons a le visiter sans faute :

http://digilander.libero.it/ice00/magic/prime/orderConstant.html
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30

46

62

179

163

147

131

115

99

83

67

206

222

238

254

15

31

47

63

178

162

146

130

114

98

82

66

207

223

239

255

16

32

48

64

177

161

145

129

113

97

81

65

208

224

240

256

Carré 27
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Si nous regardons chaque colonne du carré 27, nous trouvons toujours, de haut en bas, 4
entiers consécutifs, puis 8 autres entiers consécutifs et enfin, 4 entiers consécutifs. Les 256
entiers de ce carré semblent étre trop bien organisés a un point tel que nous pouvons nous
demander si ce carré d’ordre 16 est magique. En général, les nombres d’un carré magique sont
plutdt dans un «certain désordre».

Et oui, le carré 27 est bien magique. Il est normal de somme S = 2056. Nous verrons dans la
deuxieme partie de cet ouvrage que ce carré est un carré arithmétique et qu’il a été construit
avec un nouveau procédé, lequel vous sera présenté un peu plus loin. Il est aussi associatif!!!

Le nombre de figures magiques de ce carré, soit f(2056), est de plusieurs centaines de milliards
et ne sera pas trouvé ici car le calcul serait trop long et pénible et que la mémoire de notre
ordinateur n’est pas suffisante pour un calcul rapide.

Nous présentons maintenant un autre extraordinaire carré magique d’ordre 8 :

Ce carré 28 est un hyper-magique-alpha

23



C’est un carré magique normal de somme S = 260 et f(260) = 35 154 340, le nombre de figures
magiques dans ce carré!!!

C’est aussi un carré hyper-magique puisque nous avons les 3 propriétés suivantes :

a) Il est d’ordre pair.

b) Chaque petit carré d’ordre 2 a I'intérieur du carré 28 a pour somme 130 soit 45/n = 45/8
=S/2. Parexemple : 42 +39 + 27 + 22 = 130.

c) Sur chaque diagonale (grande ou brisée), 2 nombres séparés de 3 autres ont pour
somme 65 soit 25/n = 25/8 = S/4. Par exemples : 3 + 62 = 65; 33 + 32 = 65.

Voici de trés belles conséquences de la propriété b) :

i) La somme des 4 coins de tous les carrés d’ordre 4 a l'intérieur du carré 28 est 130.
ii) La somme des 4 coins de tous les carrés d’ordre 6 a l'intérieur du carré 28 est 130.
iii) La somme des 4 coins du carré 28 est 130.

Deux conséquences de la propriété c) :

i) Le carré est pandiagonal.
ii) La somme des 4 coins de tous les carrés d’ordre 5 a l'intérieur du carré 28 est 130.

Voici une autre propriété : si nous rattachions la premiere colonne a gauche a la derniére
colonne a droite, par exemple, en faisant un cylindre de notre carré, nous obtiendrions 7
nouveaux carrés d’ordre 2, de somme 130. Par exemple : 57 +3 + 6 + 64 = 130.

Il en serait de méme avec la premiére rangée du haut et la derniére rangée du bas. Par
exemple : 48 + 1+ 22 + 59 = 130.

Nous retrouvons donc, dans le carré 28, 49 + 14 = 63 petits carrés d’ordre 2 dont la somme est
130. Nous avions le méme résultat avec le carré 23. Voyons maintenant quelques figures
magiques du carré 28 :

Carré 28 a Carré 28 b
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Les 5 figures magiques dans les carrés 28a et 28b sont des super-figures.

Carré 28 c Carré 28 d

Les deux figures du carré 28c sont des super-figures. Dans le carré 28d, la figure du bas est
magique et méme si nous la déplacons verticalement, elle reste magique. Si nous la renversons
(figure du haut), elle reste magique et méme si nous la déplagons verticalement.

Carré 28 e Carré 28 f

Dans le carré 28e, la figure en vert est une figure magique formée de deux branches; celle de
gauche est de somme 130 et nous passons d’une case a I'autre par un mouvement de cavalier; il
en est de méme de la branche de droite. Il en est aussi de méme de la figure magique de I'autre
couleur. De plus, les huit cases de gauche forment une figure magique de méme que les huit
cases de droite.

La figure du carré 28f est tout simplement magique.

Un carré hyper-magique qui posséde les 5 figures magiques et la demi-figure que nous verrons
dans le glossaire 1, s’appelle hyper-magique-alpha. Il possede aussi les figures magiques que
nous venons d’illustrer ci-haut et bien d’autres!!! Nous venons de voir un bon nombre de carrés
magiques qui possédent des propriétés remarquables et nous pourrions en allonger la liste.
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Nous verrons aussi dans la deuxiéme partie de cet ouvrage d’autres carrés magiques avec de
tres belles figures magiques. Mais aussi, un grand nombre de résultats tres intéressants. Par
exemple, les seize nombres dans tous les diaboliques forment une suite arithmétique; un
diabolique (non trivial) étant un carré magique d’ordre 4 qui est caractérisé par 86 figures
magiques ce qui signifie que tous les diaboliques non triviaux possédent exactement ces mémes
86 figures magiques. De plus, tous les diaboliques non triviaux possédent exactement 86 figures
magiques.

Avant de passer a la construction de carrés magiques, voyons les objectifs que nous
poursuivons a travers tout cet ouvrage :

1. Construire des carrés magiques presque normaux de tous les ordres n > 2.

2. Construire au moins un carré magique normal pour tous les ordres n > 2.

3. Construire des carrés magiques qui possédent le plus grand nombre possible de
figures magiques.

4. Construire des carrés magiques qui possedent des figures magiques imposées.

5. Construire des nouveaux carrés magiques qui renferment dans leurs cases autre
chose que des nombres.

6. Apprendre au lecteur comment construire un carré magique qui renferme les
figures magiques qu’il désire.

7. Découvrir de trés beaux résultats sur les carrés magiques.
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4. Construction des carrés magiques d’ordre 3

Nous allons commencer la construction des carrés magiques par ceux d’ordre 3. En effet, les
carrés magiques d’ordre 1, soit un petit carré dans lequel nous plagcons un nombre, ne
présentent aucun intérét. Quant aux carrés magiques d’ordre 2, il est trés facile de montrer
gu’ils sont tous triviaux c’est-a-dire qu’ils renferment tous le méme nombre dans chaque case
(voir le carré 11).

A | B

B | A

Si dans la premiére rangée, nous placons le nombre A dans la premiére case et le nombre B dans
la deuxieme case alors la deuxiéme rangée sera obligatoirement celle de la figure. Pour que le
carré soit magique, il faut et il suffit que 2A = 2B donc A = B. Le carré sera alors trivial. Voila
pourquoi nous commencons par les carrés d’ordre 3.

Dans cette premiére partie de notre ouvrage, nous allons vous donner un moyen tres
simple pour construire tous les carrés magiques d’ordre 3. Cependant, dans la partie 2, vous
trouverez les explications théoriques.

a+t a+2r+2t a+r
a+2r a+r+t a+2t
a+r+2t a a+2r+t
Carré 29

C’est ce carré magique de somme S = 3a + 3r + 3t qui vous permettra de construire tous les
carrés magiques d’ordre 3. Si vous avez un carré magique d’ordre 3, il provient obligatoirement
du carré 29. Celui-ci est une structure générale des carrés magiques d’ordre 3.
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Pour en construire un, il suffit d’attribuer aux variables a, r et t, la valeur que vous désirez et
d’effectuer quelques petits calculs. Par exemple, aveca =2, r=3 ett =4, vous trouvez :

6 16 5

8 9 10

13 2 12
Carré 30

C’est un carré magique de somme S = 27; en effet, S=3a+ 3r+ 3t =3x2 +3x3 +3x4 =27 =3 x09.

Il est clair que pour construire un carré formé d’entiers positifs, il suffit d’attribuer aux variables
a, rett, des valeurs entieres positives. Voyons un deuxiéme exemple aveca=2,r=2ett=4:

6 14 4

6 8 10

12 2 10
Carré 31

Ce carré magique est de somme S = 24 et présente 2 répétitions (deux 6 et deux 10).

Notre premier objectif n’est pas atteint; en effet, nous souhaitons construire des carrés
magiques au moins presque normaux. Pour éviter les répétitions dans un carré d’ordre 3, il suffit
d’appliquer la régle suivante :

Lorsque a,rettsont>0etquet>2rour>2t,alorsil n’y a pas de répétition.

Dans le carré précédent, nous avons eu des répétitions car la régle n’a pas été respectée; nous
avionsr =2 et t =4 or 4 n’est pas plus grand que 2x2 = 4. Si nous prenons avec a=2etr=2,t=
5 ou 6 ou 7 ou ...ou tout entier plus grand que 4, nous n"aurons aucune répétition.

Avec cette reégle, nous pouvons fabriquer une infinité de carrés magiques presque normaux
d’ordre 3.
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Pouvons-nous maintenant construire un carré normal? Oui et I'encadré suivant nous dit
comment.

Pour construire un carré magique normal d’ordre 3, il suffit de poser :
a=1,; r=1,; t=3 ou a=1; r=3 ; t=1

4 9 2 2 9 4

3 5 7 7 5 3

8 1 6 6 1 8
Carré 32 Carré 33

Nous obtenons ainsi les carrés 32 et 33 respectivement et nous pouvons observer que 'un est
obtenu de l'autre par une rotation spatiale de 180° est-ouest. En fait, si vous regardez le carré
32 par derriere, vous verrez le carré 33.

Un fait intéressant : le centre de tous les carrés magiques d’ordre 3 est toujours le tiers de la
somme magique. La somme magique du carré normal d’ordre 3 est (1+2+3+..+8+9)/3 =
45/3 = 15 et le centre est donc 15/3 = 5. Nous montrerons ce résultat dans la section 11,
probleme 4, a la fin de la premiére partie de I'ouvrage.

Remarquez le centre et la somme magique des carrés 29, 30 et 31.

Il n'existe que 8 carrés normaux d’ordre 3 dont 7 découlent du premier (le carré 32 par
exemple). Celui-ci sera dit primitif et les 7 autres, ses équivalents (voir le glossaire). Nous vous
invitons a trouver les 6 autres carrés magiques normaux qui s’ajoutent aux carrés 32 et 33.

Vous pouvez maintenant construire des carrés magiques d’ordre 3 aussi bien normaux que
presque normaux.

Pour éviter les calculs, vous pourriez utiliser soit EXCEL, soit MATHEMATICA soit MAPLE, les deux
derniers étant des logiciels de mathématiques tres puissants.
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5. Construction de carrés magiques d’ordre 4 : les super-Diirer-alpha

Nous allons présenter ici une structure générale qui va nous permettre de construire des carrés
magiques d’ordre 4 extraordinaires!!! Ces carrés sont appelés super-Diirer-alpha.

Tous les carrés magiques d’ordre 4 possédent 14 figures magiques qui les caractérisent : les 4
rangées, les 4 colonnes, les 2 grandes diagonales et les 4 figures magiques qui suivent :

Il existe des carrés magiques d’ordre 4 qui possédent exactement 14 figures magiques donc les
14 figures magiques que nous venons de présenter.

Il est faux de prétendre que si les 4 coins forment une figure magique, cela est di au fait que
nous avons la un carré trés spécial!llLe carré d’Albert Diirer par exemple.

Un carré magique d’ordre 4 peut posséder plus que 14 figures magiques. Les super-Direr-alpha
en possedent 68 et tous les super-Diirer-alpha posseédent ces mémes 68 figures magiques. Vous
les trouverez dans la deuxieéme partie de I'ouvrage.

Il n’existe que 8 super-Diirer-alpha normaux que voici (sous forme matricielle) :

1 8 13 12 1 14 4 15 4 5 16 9 4 15 1 14

4 11 2 7 8§ 11 5 10 15 10 3 6 5 10 8 11

4 5 16 9 13 2 16 3 1. & 13 12 16 3 13 2

15 10 3 6 12 7 9 6 14 11 2 7 9 6 12 7
1 2 3 4

13 2 16 3 13 12 1 8 16 3 13 2 16 9 4 5

12 7 9 6 2 7 14 11 9 6 12 7 3 6 15 10

1 14 4 15 16 9 4 5 4 15 1 14 13 12 1 8

8 11 5 10 3 6 15 10 5 10 8 11 2 7 14 11
v 6 7 8

Ces 8 carrés magiques normaux possedent tous exactement 86 figures magiques; il en est de
méme de tous les carrés magiques normaux d’ordre 4. Par contre, ces 8 carrés ont tous en
commun les 68 figures magiques qui caractérisent les super-Diirer-alpha. Quant aux 18 autres
figures magiques (86 — 68 = 18), elles ne sont pas forcément les mémes d’un carré a |'autre.
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Voici maintenant une structure générale des super-Direr-alpha :

a+3r a+t at+3r+3t a+ 2t
a+2r+3t |a+r + 2t a+2r a+r+t
a a+3r+t a+ 3t a+3r+2t
a+r+3tja+2r+2t a+r a+2r+t
Carré 34

Pour construire un carré magique super-Diirer-alpha, il suffit d’attribuer aux variables a, r et t,
un nombre réel. Si ce sont des entiers positifs, alors les seize nombres du carré seront des
entiers positifs et si nous ne voulons aucune répétition, alors il suffira de prendrer > 3tou t >
3 r. Ainsi, vous pourrez construire une infinité de carrés magiques presque normaux qui seront
tous des super-Direr-alpha donc qui possederont tous les mémes 68 figures magiques
caractéristiques des super-Direr-alpha.

Pour construire un super-Direr-alpha normal, il suffira de prendrea=1,r=1ett =4 ou encore
a=1,r=4ett=1. Dans le premier cas, nous obtenons le carré normal numéroté 3 parmi les 8
normaux présentés plus haut et de méme dans le deuxieme cas, nous obtenons le carré
numéroté 5.

Quant aux 68 figures magiques que posséde tout super-Direr-alpha, vous les trouverez dans la
seconde partie de I'ouvrage. Nous allons tout de méme en présenter certaines un peu plus loin.
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16| 9| 4 | 5 17 | 18 | 56 | 31 23| 4 | 29| 6

3 |6 |1510 52 | 35 | 13 | 22 22 |13 | 16 | 11

13 |12 | 1 | 8 5 | 30 | 44 | 43 2 | 25 | 8 | 27

2 7 14 | 11 48 [ 39 | 9 | 26 15 1 20| 9 | 18
Carré 35 Carré 36 Carré 37

Le carré 34 est une structure générale des super-Direr-alpha.
Le carré 35 est obtenu avec a=13,r=1ett=-4; c’est le huitieme carré normal cité plus haut.
Le carré 36 est presque normal et est obtenu avec a=5,r=4ett=13.

Le carré 37 est presque normal et est obtenuavec a=2,r=7ett=2.

Sia,rettsont >0etsir >3tout >3r,alorsil n'y aura aucune répétition.

Pour construire un carré magique normal d’ordre 4, il suffit de poser :
a=1; r=1; t=4 ou a=1; r=4 ; t=1

Dans le premier encadré, la condition pour ne pas avoir de répétition est suffisante mais non
nécessaire. En effet, le carré 35 est défini avec une valeur négative pour t (ici t = -4) et nous
n’avons pas de répétition; notez que nous avons r >3 t. Aveca=1,r =1 et t = -1, nous avons
bien r >3 t et pourtant, il y a des répétitions. Construisez ce carré.

Avec le deuxieme encadré, nous pouvons déja construire deux carrés normaux mais ici, des
super-Diirer-alpha, il y en a 8. Comment construire les 6 autres?

Nous verrons, dans la deuxiéme partie, comment nous avons trouvé ces 8 super-Direr-alpha.
Les connaissant, il est facile de trouver les valeurs de a, r et t qui permettent la construction des
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huit. Par exemple, comment obtenir celui qui est numéroté 7? Ce carré nous indique, selon le
carré34,quea=4,a+r= 8eta+t=3;celanousdonnea=4,r=4ett=-1.

Passons aux principales figures magiques que possedent tous les super-Direr-alpha.
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Tous les super-Diirer-alpha posseédent les figures magiques illustrées ci-haut. Mais il y en a
d’autres :

a) Lesrangées, les colonnes et les deux grandes diagonales.
b) Toutes les diagonales brisées (tous les super-Diirer-alpha sont pandiagonaux).

c) lls sont tous hyper-magiques.

Vous trouverez les 68 figures magiques caractéristiques des super-Direr-alpha dans la deuxieme
partie, chapitre 5, section 5.6.

Vous avez maintenant la possibilité de construire des carrés magiques d’ordre 4 extraordinaires
qui contiennent tous les 68 figures magiques qui caractérisent les super-Diirer-alpha.

Un super-Direr-alpha normal contient toujours 18 figures magiques supplémentaires d’ou 86.

Terminons avec ces quelques résultats :

Tous les carrés magiques normaux d’ordre 4 possedent exactement 86 figures magiques.

Il existe 7040 carrés magiques normaux d’ordre 4.

Tous les super-Diirer-alpha non triviaux ont en commun 68 figures magiques.

Il existe seulement 8 super-Direr-alpha normaux parmi les 7040 carrés magiques normaux
d’ordre 4.

Enfin, voyons les fréquences des carrés présentés ci-haut.

Le carré 34 a pour somme magique S = 4a + 6r + 6t. On trouve f(S) = 68. Voila pourquoi tous les
carrés magiques issus du carré 34 possédent les mémes 68 figures magiques.
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Le carré 35 a pour somme magique S = 34 et puisqu’il est normal, selon le premier encadré ci-
haut, nous avons f(34) = 86.

Le carré 36 a pour somme magique S =122 et f(122) = 68

. Le carré 37 a pour somme magique S = 62 et f(62) = 68.

Remarque 1: en affichant les 68 figures magiques du carré 37, nous trouvons les 68 figures
magiques de la structure générale des super-Direr-alpha (voir le carré 34).

Pour trouver les 68 figures magiques du carré 37, nous utilisons un programme dans MAPLE qui
fait trés bien le travail. Vous le trouverez dans la Partie 3, annexe 23, programme 03.

Remarque 2: les super-Direr-alpha numérotés de 1 a 8 présentés plus haut ont été mis sous la
forme matricielle plutét que dans un carré. Nous retrouverons souvent cette forme qui
permettra une économie d’espace.

Nous allons maintenant voir comment construire des carrés magiques d’ordre n lorsque n > 2.
Ce procédé est un tout nouveau procédé qui vous permettra de construire des carrés magiques
de tous les ordres. Ainsi, vous pourrez construire un carré normal d’ordre 17 aussi bien qu’un
carré normal d’ordre 18 ou d’ordre 20.

Vous pourriez aussi construire un carré normal d’ordre 1255 mais vous n’auriez plus de plaisir a
fabriquer un tel carré qui renfermerait 1575 025 nombres!!! Techniquement, cela serait plut6t
compliqué et qui apprécierait ce carré magique?

Etre devant un carré magique d’ordre 20 nous semble une limite raisonnable; celui-ci renferme
déja 400 nombres.

Le procédé qui sera présenté dans la section suivante peut étre employé sans ou avec
ordinateur . Evidemment , avec ordinateur , cela est plus rapide et nous évite tous les calculs

méme s’ils sont simples. EXCEL, MATHEMATICA ou MAPLE peuvent vous faciliter la tache.

Dans la Partie 3, annexe 22, vous trouverez , par exemple avec MATHEMATICA , les fichiers « ordre
3 »,«ordre 4 »,«ordre 5, ..., « ordre 24 », lesquels vous permettront de construire des carrés
magiques d’ordres 3a24.

Allons maintenant a la section 6.
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6. Construction de carrés magiques d’ordres n > 2, nouveau procédé

Ce nouveau procédé de construction de carrés magiques vous est présenté ici sans explications
théoriques; vous trouverez ces dernieres dans la deuxiéme partie de cet ouvrage, soit le
chapitre 11 qui traite des carrés arithmétiques.

Le procédé exige de trouver trois carrés magiques A, B et C; B sera obtenu de la rotation de -90°
(sens des aiguilles d’'une montre) du carré A et C sera le carré trivial formé du nombre 1. Il reste
a trouver le carré A. Nous aurons trois fagons de faire selon que n est impair (3;5; 7 ...), pair
multiple de4 (4 ;8 ;12 ; 16; ...) ou pair non multiple de4 (6;10; 14 ; 18 ; ...).

Premier cas : N > 3est impair (Algorithme ALG-1)

Nous allons illustrer la facon de construire A a travers un exemple, un carré d’ordren =7.
La premiere étape consiste a remplir la diagonale secondaire avec les entiersde0a 6(de0Oa
n—1), de haut en bas comme dans le carré suivant:

La deuxieme étape nous demande de compléter la grande diagonale principale et les petites
diagonales avec I’entier qui se trouve déja sur chacune d’elles. Cela nous donne :

3 2 1 0
3 2 1

4 3 2 1
4 3 2

5 4 3 2
5 4 3

6 5 4 3
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La troisieme et derniére étape veut que nous complétions chaque diagonale brisée avec I'entier
qui s’y trouve déja (par exemple, la diagonale brisée qui contient 1).

Et voila construit le carré A :

>
I
N ||k~ |O|w

N |, [ d|lO|lw|a
Pl |lOoOjlw| N |wv
Alo|lw|la|Nv|u |k
ojlwl|la|Nn|lu]|r s
wlo|lnv ||k, ||

UuiRLr|PdrOClwW N

Pour obtenir le carré B, il suffit de faire subir a A, une rotation de 90° dans le sens horaire.
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3|6(2|5|1|4]0 6/2|5|1|4|0]3 1111|111
0|3|6|2|5|1]|4 2|5|1|4]0|3]|6 1111|111
4(0[(3|6[2|5]1 5(1|4|0|3|6]2 111|111 |1]1
1/4|0|3|6|2]|5 1/4|0[3|6|2]|5 111|111 |1]1
5/1{4(0|3|6]2 4/0(3|6|2|5]|1 111|111 |1]1
2|5[1/4|0|3]|6 0|3|6|2|5|1]|4 111|111 |1]1
6|/2|5(1|4|0]3 3l6|/2|5|1(4]0 1111|111
A B C
Pour construire un carré magique d’ordre 7, il suffit de fairet A+ rB+a Cd'ou :
a+6r+3t a+2r+6t a+br+2t a+r+5t a+4r+t a+4t a+3r
a+2r a+5r+3t a+r+6t a+4r+2t a+5t a+3r+t a+6r+4t
a+5r+4t a+r a+4r+3t a+6t a+3r+2t a+6r+5t a+2r+t
a+r+t a+4r+4t a a+3r+3t a+6r+6t a+2r+2t a+5r+5t
a+4r+5t a+t a+3r+4t a+6r a+2r+3t a+5r+6t a+r+2t
a+2t a+3r+5t a+6r+t a+2r+4t a+br a+r+3t a-+4r+6t
a+3r+6t a+6r+2t a+2r+5t a+5r+t a+r+4t a+4r a+3t

Ce carré magique est une structure générale de carrés magiques d’ordre 7. Cela veut dire que
pour obtenir un carré d’ordre 7, il suffit d’attribuer une valeur aux variables a, r et t puis
d’effectuer les 49 petits calculs. Par exemple, avec a =2, r =3 et t = 5, nous trouverons sur la
premiére rangée, a partir de la gauche,a+6r+3t=35,a+2r+6t=38,a+5r+2t=27, ...

Cependant, les calculs peuvent étre faits par de bons logiciels de mathématiques.

Nous pouvons également multiplier directement A par le nombre t puis B par le nombre r et C
par le nombre a pour ensuite additionner les 3 carrés obtenus.

Les opérations sur les carrés magiques seront présentées dans la deuxieme partie de I'ouvrage.
Mentionnons ici comment se fait I’addition et la multiplication par un nombre :

a) Multiplier un carré magique de somme S par un nombre t revient a multiplier tous les
nombres du carré par le nombre t. Le carré qui en résulte est magique de somme tS.

b) Additionner 2 carrés magiques de somme S et T revient a additionner les nombres qui
occupent la méme position dans chaque carré. Le carré qui en résulte est magique de
somme S +T.
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Par exemple : A est le carré de gauche de somme 34, 5A est le carré de droite de somme 5 x 34.

4 |15 |14 | 1 20| 75|70 | 5
5 (1011 | 8 25 | 50 | 55 | 40
9 6 7 | 12 45 | 30 | 35 | 60
16 | 3 2 | 13 80 | 15 | 10 | 65
A 5A

Pour I'addition ci-dessous, A est le carré de gauche, B = 5A est le carré du centre et A + B est le
carré de droite respectivement de sommes 34, 170 et 204.

4 115|114 1 2075170 | 5 24 | 90 | 84 | 6

5 10 | 11 8 25 | 50 | 55 | 40 30 | 60 | 66 | 48

9 | 6 | 7 |12 45 | 30 | 35 | 60 54 | 36 | 42 | 72

16 | 3 2 | 13 80 | 15 | 10 | 65 9% | 18 | 12 | 78
A B=5A A+B

Nous sommes préts a construire des carrés magiques d’ordre 7 formés que d’entiers positifs
tous différents. Il suffit pour cela de donner aux variables a,rett, des valeurs entiéres positives

qui respectent soit la conditiont > 6 ou la conditionr > 6t. D’une fagon générale, t > (n-1) r
our > (n-1)t.

Si nous voulons un carré normal, il suffira de prendrea=1;r =1;t=7oua=1r=7;t=1.

Voici deux carrés magiques normaux d’ordre 7 et de somme S =175 :

284520371229 4 a6]21]38]13]30] 5 |22
3 [27]44]19]36 1135 1539 (14 (31| 6 | 23|47
34| 2 |26]43]18]42] 10 a0| 8 |32] 7 [24]48] 16
9 [33] 1 [25]4a9]17] 41 9 [33] 1 [25]49]17] 41
a0| 8 [32] 7 [24]48] 16 34| 2 |26]43]18]42] 10
1539 (14 (31| 6 | 23|47 3 |[27]44]19]36 1135
a6|21]38]13]30] 5 |22 284520371229 4
a=1,r=1,t=7 a=1,r=7,t=1
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Notez que le carré de droite est obtenu du carré de gauche par une rotation planaire de 180°
gue nous regardons par derrieére. Chaque carré renferme 957 332 figures magiques!!!

a=3,r =2,t =15, donne un carré magique d’ordre 7 et de somme S = 378.

60 |97 |43 |80 | 26 | 63 | 9

7 |58 95|41 | 78 | 24 | 75

73| 5 |56 93|39 | 90 | 22

20 71| 3 54-37 88

86 |18 | 69 | 15 | 52 | 103 | 35

33 (84 30|67 | 13 | 50 | 101

99 | 45 | 82 |28 | 65 | 11 | 48

Ce carré est presque normal. Il possede 536 000 figures magiques!!!

Ce procédé de construction de carrés magiques d’ordres impairs nous conduit aux propriétés
suivantes que nous démontrerons dans la Partie 2 de I'ouvrage, probléme 37 de 11.4.

S 378
1) Le centre du carré est toujours— ; ici 54 = T est le centre du carré ci-haut.
n

2) Dans la rangée centrale, nous trouvons le plus petit nombre juste a gauche du nombre
central et le plus grand nombre juste a droite du nombre central, a la condition que
a,rettsoient des nombres positifs.
3) Tous les nombres de la diagonale principale forment une suite arithmétique de raison .
Ils sont consécutifs, le plus petit étant en bas sur la derniere rangée.
4) Tous les nombres de la diagonale secondaire forment une suite arithmétique de raison
1. lls sont consécutifs, le plus petit étant en haut sur la premiére rangée.

Vous trouverez dans la Partie 3, annexe 22, de cet ouvrage, 22 fichiers MATHEMATICA, appelés

« Ordre 3 », « Ordre 4 », ... ,« Ordre 24 ».Vous pourrez , en donnant une valeur entiére positive a
chacune des trois variables , obtenir autant de carrés magiques presque normaux que vous le
souhaitez et au moins un carré normal. De méme avec EXCEL, annexe 21, « Ordre 3 » 3 « Ordre 32 ».

Toujours dans la Partie 3,annexe 23, vous trouverez le programme 11 dans MAPLE qui vous
permettra de construire des carrés magiques d’ordres impairs de 3 a 31. Vous pourrez construire
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autant de carrés presque normaux que vous le désirez et au moins un carré normal a |'aide de
3 variables seulement. Ce programme porte le nom : CM-arith-2k+1.

Vous pouvez maintenant construire des carrés magiques normaux et presque normaux de tous

les ordres impairs a partir de l'ordre 3. Pour vous aider, vous pouvez vous servir de
MATHEMATICA, MAPLE et EXCEL. Sinon, votre crayon fera I'affaire!!

Deuxiéme cas : N > 4, est pair multiple de 4 (Algorithme ALG-2)

Nous allons illustrer la fagon de construire A a travers un carré d’ordre n = 8 en utilisant les
entiers de 0 a 7 (de 0 a n-1). Formons la rangée u ainsi :

Rangée u: 01 5432 67
. n . . o , .
Le premier groupe renferme Iesz premiers entiers soit ici 0 1 et ce dans l'ordre croissant. Le
deuxiéme groupe renferme IesEentlers suivants soit ici 5 4 3 2 et ce dans l'ordre

décroissant. Enfin, le troisieme groupe renferme Iesz entiers suivants soit ici 6 7 et ce dans

I’ordre croissant. Formons maintenant la rangée v en renversant la rangée u (v est la rangée u
lue de droite a gauche), ce qui donne :

Rangée v : 76 2345 10

. . n . n . n .
Le carré A sera formé, de haut en bas, parZ rangées u, E rangées v et de nouveau — rangées u.

Nous obtenons alors :

o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
716|234 |5]1]0
716|234 |5]1]0
716234510
716234510
o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
Carré A
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Le carré B est obtenu par une rotation de -90° (90° dans le sens horaire) du carré A et le carré C

est le trivial formé du nombre 1.

Nous avons donc les 3 carrés suivants :

0O/1(5(4(3(|2|6|7 0|0(7(7|7|7(|0]|0 1/1(1)1}1 1|11
0|1|5(4|3|2|6]|7 1(1|6|6|6|6[1(1 1(1(1|1|1(1(1(1
7/6[2(3(4|5|1]|0 5|/5(2(2|2|2|5]|5 1/1(1)1}1 1|11
716(2(3(4|5|1]|0 4/4|13|3(3(3|4|4 1(1(1|1|1(1(1(1
716(2(3(4|5|1]|0 313(4(4/4|14|3]|3 111|112 (1]|1
716(2(3(4|5|1]|0 212|5|5|5(5[2(2 1(1(1|1|1(1(1(1
0|1(5(4(|3|2|6|7 6|6|1(1|1|1(6]|6 1/1(1|1}1 1|11
0|1|5(4|3|2|6|7 7/7|0(0|0|0]|7]|7 111|112 (1]|1
Carré A Carré B Carré C

Pour construire un carré magique d’ordre 8, il suffit de faire t A+ r B + a C. Pour obtenir un carré
magique presque normal, vous n’avez qu’a choisir a, r et t, des entiers positifs, en respectant la

réegle r>7tout>7r(r>(n-1)tout>(n=-1)r).

Pour avoir un carré normal, il suffit de prendrea=1,r=1,t=8oua=1,r=8,t=1.

La construction de carrés magiques d’ordres pairs divisibles par 4 (4 ; 8 ; 12 ; 16; 20 ; ...) est
donc d’une grande simplicité.

Voyons quelques exemples :

a=1;r=1;t=8et a=1;r=8;t=1, nous donnent les deux carrés normaux suivants :

48

40

32

24

49

57

10

47

39

31

23

50

58

62

54

19

27

35

43

14

61

53

20

28

36

44

13

60

52

21

29

37

45

12

59

51

22

30

38

46

11

15

42

34

26

18

55

63

16

41

33

25

17

56

64

a=1;r=1;t=8

10

15

16

48

47

42

41

40

39

34

33

32

31

26

25

24

23

18

17

49

50

55

56

57

58

63

64

lls sont de somme S = 260 et ils possedent 35 154 340 figures magiques.
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En prenanta=2,r=3ett=22, nous obtenons le carré presque normal suivant :

2 24 | 133 (111 | 89 | 67 | 134 | 156

5 127 | 130|108 | 8 | 64 | 137 | 159

1711149 | 52 | 74 | 96 | 118 | 39 | 17

168 | 146 | 55 | 77 | 99 | 121 | 36 | 14

165|143 | 58 | 80 | 102|124 | 33 | 11

162 | 140 | 61 | 83 | 105|127 | 30 | 8

20 | 42 |115| 93 | 71 | 49 | 152|174

23 | 45 | 112 | 90 | 68 | 46 | 155|177

a=2;r=3;t=22

Ce carré magique est de somme S = 716.

Vous pouvez maintenant construire des carrés magiques normaux et presque normaux de tous
les ordres pairs divisibles par 4 a partir de n = 4.

Ce procédé de construction de carrés magiques d’ordres pairs divisibles par 4 nous conduit aux
propriétés suivantes que nous démontrerons dans la Partie 2 de I'ouvrage, probleme 38 de 11.4.

n
1) Dans chaque colonne, nous trouvons, de haut en bas, Z nombres qui forment une suite
arithmétique de raisonr, Enombres qui forment une autre suite arithmétique de

n
raison'r, Z nombres qui forment une suite arithmétique de raisonr .

2) Les deux grandes diagonales sont formées deNnombres qui forment une suite
arithmétique de raison (r +t) pour la grande diagonale principale et de raison (r —t)
pour la grande diagonale secondaire.

3) Sur les rangées, les trois suites arithmétiques sont de raisont.

4) Sia,rettsont positifs, le plus petit nombre et le plus grand nombre du carré sont situés

aux extrémités de la grande diagonale principale, le plus petit étant en haut soita.

Dans la Partie 3, annexe 23, vous trouverez le programme 12 qui vous permettra de construire des
carrés magiques (normaux et presque normaux) d’ordres pairs multiples de 4, de 4 a 28. Ce
programme porte le nom de : CM-arith-4k. Aussi, les fichiers « Ordre 4 » a « Ordre 24 » dans
MATHEMATICA, annexe 22, et « Ordre 4 » a « Ordre 32 » dans EXCEL, annexe 21.
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Troisiéme cas : N > 6 est pair non divisible par 4 (Algorithme ALG-3)

Nous allons illustrer la facon de construire A a travers un carré d’ordre 10 en utilisant les entiers
de 0a 9. Cette construction est la plus difficile d’entre les trois.

1) Avec ALG-2, construisons d’abord le carré A dans le cas N =8 et ajoutons a A, le carré
trivial formé de 1. Nous obtenons le carré suivant appelé carré central d’ordre 8 :

R |, ||| |0|FR|KF
NN (NN (NN NN
ocololwlwlw|lw|o|o
(O I IO 5 I R S B S I S N N L S|
SO SO T T IO T I T IS, T B S N
wlwlolo|lo|lo|w|w
S U (Y OO C T O B O T U RN
||k, |FR, ||~ |00]|o0

2) Nous allons compléter ce carré central d’ordre 8 en ajoutant une bordure autour de
celui-ci de fagon a obtenir un carré d’ordre 10. Pour construire la premiére rangée de ce
carré d’ordre 10, écrivons les entiers consécutifs de 0 a 9 de gauche a droite. Pour la
derniere rangée, écrivons les entiers consécutifs de 0 a 9, de droite a gauche.

Cela nous donne :

© |, |Rr|ow| ||| |KF,|KF
ST I ST Y T U ERNUT T IRNCT OO B T NS
o|lo|lo|lw|lw|lw| w|lo|lo|w
(6 T T T O T [ N [~ (Y~ Y~ (0 T O T (R N
SO O I SO S T I T S T I T O O B O I
Wl wlwl aolaoa|oao|la|w|w| o
N (N[N NdM MMM NNN
~ |||, ||~ |~ ||| o
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3) Il reste a compléter les premiere et derniere colonnes du carré . Pour ce faire, partons du
centre de la colonne incompléte de gauche et placons, du centre vers la haut, 9, 0, 9, 0.
Puis, du centre vers le bas, 9, 0,9, 0. Remplissons alors la colonne de droite avec les
complémentaires. Nous obtenons:

© |, |r|w|w|[w|w|[r | |K
S I N Y T IRNUT U U IRNCT B N Y R N
o|lolo|lw|lw|lw|lw|lo|o|w
(0 T I T, T I S [ GO G [ O B N I T N
S I O I O T T IO T T T O, T [ O I O
wWlwlw|lolo|lo|lo|lw|w|o
N (N[N [NdM MMM NN
~ |||, |||+~ ||| o
o|lvw|lo|lvw|lo|lo|lw| o |w|w

4) Pour obtenir finalement A, il ne reste plus qu’a effectuer les quatre permutations
suivantes : le 0 avec le 9 sur les deuxiéme et derniére rangées, le 1 avec le 8 sur la

n+6 16

premiére rangée et enfin, le 1 avec le 8 sur la rangée Z =4 . Voila le carré

0 2 (3|4 |5|6]|7 9
1126 |54 |3|7]|8
112|6|5|4 |37 |8]|0

713 |4|5)|6 2.9
8|7 (3|4 |5|6|2|1]0
8| 7(3(4|5|6|2|1]|O0
81734 |5|6|2]|1]|°9
1|12|6|5|4|3|7|8]|0
1126|5437 |8]|9
87654321.
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0|8(2|3|4|5|6|7|1]9 0({0|9]|0(9]|9|0|9]|9]|0
9|11(2|6|5/4(3|7|8|0 8|/1(1/8|8|8 11|18
9(1(2|6|5(4(3|7|8|0 7122|7777 ]2]|2]|2
0|1(7|3|4|5|6|2|8|9 6|/6|6[3(3|3[3|6|6|3
9|18(7|3|4|5[6|2|1(0 5/5|(5|4/4|4(4|5|5|4
9|18(7|3|4|5[6|2|1/0 4(4|14|5/5|5|5(4|4]|5
0|8(7|3|4|5|6|2|1]9 3/3|3|6|6|6[6|3[3]|6
9(1(2|6|5(4(3|7|8|0 21717122227 |7|7
0|1(2|6|5(4|3|7|8|9 1/8|8|1(1(1|8|8|8|1
0|8|7|6|5(4[3|2|1]9 9/9|0(9(0|0|9|0|0]|9
Carré A Carré B

B est obtenu de A par une rotation de -90°. Pour fabriquer un carré magique, il suffit de faire :

tA+rB+aC

Avec a=1,r=1,t=100u a=1,r =10,t =1nous obtenons deux carrés magiques normaux
de somme 505. Notez qu’ils sont primitifs (I'un n’est pas obtenu de I'autre par des rotations).

1 81 30|31|50|60 |61 |8 |20 91
99 | 12 | 22 |69 |59 |49 |32 |72 |82]| 9
98 | 13 | 23 | 68 | 58 |48 |38 |73 |83 | 3
7 |17 |77 |34 |44 |54 | 64 | 27 | 87 | 94
96 | 86 | 76 | 35 |45 |55 | 65|26 |16 | 5
95 |8 | 75|36 |46 |56 | 66 | 25 | 15 | 6
4 |84 |74 |37 |47 |57 |67 |24 |14 | 97
93 | 18 | 28 | 63 |53 |43 (33 | 78 | 88 | 8
2 | 192962 |52 |42 39|79 |89 | 92

10 |90 | 71|70 | 51 |41 |40 | 21 | 11 | 100
a=1r=1,t=10
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93

95

96

7

98

92

10

90

12

13

87

86

85

14

18

19

81

80

22

23

77

76

75

74

28

29

21

61

62

68

34

35

36

37

63

69

40

60

59

58

44

45

46

47

53

52

41

50

49

48

54

55

56

57

43

42

51

31

39

38

64

65

66

67

33

32

70

30

72

73

27

26

25

24

78

79

71

11

82

83

17

16

15

84

88

89

20

91

99

97

6

5

94

100

a=1r=10,t=1

a=3,r=2,t=20, nous donne la carré magique presque normal suivant de somme S = 1020 :

163

61

63

101

121

123

161

41

183

199

25

45

139

119

99

65

145

165

19

197

27

47

137

117

97

77

147

167

15

35

155

69

89

109

129

55

175

189

193

173

153

71

91

111

131

53

33

11

191

171

151

73

93

113

133

51

31

13

169

149

75

95

115

135

49

29

195

187

37

57

127

107

87

67

157

177

17

39

59

125

105

85

79

159

179

185

21

181

143

141

103

83

81

43

23

201

a=3,r=2,t=20
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Nous pouvons déja observer : (voir probleme 39 de 11.4)

1) Les grandes diagonales du carré A renferment, dans l'ordre, les entiersde 0 a n—1, de
haut en bas pour la diagonale principale, de bas en haut pour la diagonale secondaire.

2) Les deux grandes diagonales sont formées deNnombres qui forment une suite
arithmétique de raison (r +t) pour la grande diagonale principale et de raison (r —t)
pour la grande diagonale secondaire.

3) Sia,rettsont positifs, le plus petit nombre et le plus grand nombre du carré sont situés
aux extrémités de la grande diagonale principale, le plus petit étant en haut soit a.

4) a=1,r=1,t=noua=1,r=n,t =1 donnent des carrés magiques normaux primitifs.

Dans la Partie 3, annexe 23, vous trouverez le programme 13 qui vous permettra de construire des
carrés magiques d’ordres pairs non multiples de 4, de 6 a 30. Vous pourrez construire autant de
carrés presque normaux que vous le désirez et au moins 2 carrés normaux al’aide de 3 variables
seulement . Ce programme porte le nom : CM-arith-4k+2. Aussi avec les fichiers MATHEMATICA ,
annexe 22, pour lesordres de 6 a 22 et EXCEL, annexe 21, pourles ordres de 6 a 30.

Nous avons maintenant un nouveau procédé pour construire des carrés magiques de tous les
ordres N>3. Vous voulez des carrés magiques presque normaux ou un carré normal, c’est
devenu tres simple!!! Les répétitions ne nous inquietent plus!!!

Vous voulez construire 200 carrés magiques d’ordre 16 presque normaux et un carré magique
normal, il n’y a plus de probleme.

Pour le normal, preneza=1,r =1,t =16.
Pour les 200 presque normaux, prenez a =3,r =2,t =31,32,33,... par exemple.

Vous pourrez les trouver avec le fichier « Ordre 16 » dans MATHEMATICA, Partie 3, annexe 22,
ou EXCEL, annexe 21, ou avec le programme CM-arith-4k dans MAPLE, annexe 23.

Dans la deuxiéme partie de I'ouvrage, nous reviendrons sur ce procédé nouveau de construction
de carrés magiques afin d’y introduire la partie théorique. Tous les carrés magiques construits
avec ce procédé ont tous en commun une méme propriété : ils sont arithmétiques. Cela signifie
gue tous les nombres du carré magique peuvent se mettre sous la forme d’un tableau
arithmétique c’est-a-dire d’un tableau formé de n suites arithmétiques horizontales de n
nombres , celles -ci étant de méme raison r. Ce méme tableau est aussi formé de n suites
arithmétiques verticales de n nombres, celles-ci étant de méme raison t.

Quant aux carrés d’ordres impairs et pairs multiples de 4, ils sont tous associatifs!!!
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7. Comment construire vos carrés magiques d’ordre 4?

Quand vous construisez un carré magique, vous étes certains que la somme des nombres de
chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale donne le méme total appelé
somme magique. Votre carré posséde donc au moins 2N+ 2 figures magiques (les N rangées,
les N colonnes et les 2 grandes diagonales). Mais il arrive souvent que le carré magique possede
d’autres figures magiques que vous n’avez pas choisies. Cependant, vous pourriez imposer vous-
mémes les figures magiques que vous voulez. Comment?

Nous allons nous en tenir ici aux carrés d’ordre 4 seulement dont voici une structure générale :

a b c S—-a-b-c
d e f S—d-e-f
S-2a-b- S—e_f_ 2a+b+c+
c—d+f+g < 2 d+e—-g-S
a+b-;c—f— S—-b-e—g e+g-—c f+g—a
Carré 38

Le carré 38 est un carré magique de somme S; de plus, tout carré magique d’ordre 4 provient de
ce carré. Il renferme 8 variables libres. Pour obtenir un carré magique, il suffit d’attribuer une
valeur a chacune des variables et d’effectuer les calculs dans les cases ol c’est nécessaire. (Voir
partie 2)

Nous trouvons ici f(S) = 14, ce qui montre bien que tout carré magique d’ordre 4 posséde au
moins 14 figures magiques.

Maintenant, vous aimeriez que la figure formée des quatre cases vertes soit une figure
magique. Pour cela, il faut que :
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a+c+e+(S—-d—-e—f)=S
et finalement f=a+c-d

Il vous reste a remplacer f par (a + c — d) partout dans le carré 38 |la ou vous rencontrez f.

Vous obtiendrez alors le carré magique suivant soit une structure générale pour vos carrés
magiques, ceux qui possedent la figure magique que vous avez imposée :

a b C S—-a-b-c
d e a+c—d S—-a-c-e
S—a-b-2d S—-a-c+d-|2a+b+c+d
+g : e—g +e—g->S
b+d-g S—-b-e-g e+g-—c c-d+g
Carré 39

Tous les carrés issus du carré 39 sont des carrés magiques qui possedent la figure magique que
vous avez imposée. Si un carré magique M d’ordre 4 posséde votre figure magique imposée,
alors M provient du carré 39. Remarquez que le carré 38 possede huit variables libres mais que
le carré 39 n’en posséde que sept. Bien entendu, puisque vous avez fait disparaitre la variable f!!

Avec S=34,a=1,b=12,c=14,d=13,e =8, g =9, vous obtenez un carré magique normal qui
possede votre figure magique imposée. Cette figure magique en implique automatiquement
une autre. Laquelle? Plus le nombre de variables est grand, plus il est difficile de trouver un
carré normal. Dans le cas d’un 4x4, nous savons déja que S = 34 si nous voulons un normal et
avec une figure imposée, il restera 6 variables. Quelles valeurs allons-nous donner a ces
variables pour obtenir un carré normal ou tout au moins un carré presque normal? Mais dans le
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cas d’un 15x15 avec une figure imposée, si nous voulons un normal, alors nous devrons
attribuer une valeur entiére a 193 variables avec la possibilité de répétitions!!! Le travail sera
pénible!!! Pour se faciliter la tache, peut-étre faut-il imposer plusieurs figures magiques et
ainsi diminuer de beaucoup le nombre de variables libres.

12 7

13 2

4 9 | 15| 6

16 | 5 3 |10

S=34et f(34)=86

Si vous désirez imposer une deuxieme figure magique, alors vous partirez du carré 39 et vous
procederez de la méme facon qu’avec le carré 38. Vous aurez une somme de 4 expressions et
vous poserez cette somme égale a S. Vous pourrez alors isoler une variable et faire comme vous
avez fait avec la variable f. Cette variable disparaitra alors du carré 39 et vous obtiendrez un
nouveau carré qui renfermera 6 variables libres. Les carrés magiques issus de ce dernier carré
auront tous vos deux figures magiques imposées.

Vous devez effectuer quelques manipulations algébriques afin de trouver le carré magique
général (passage du carré 38 au carré 39 et passage du carré 39 au suivant) a partir duquel
vous allez construire les carrés magiques qui auront vos figures magiques imposées.

Ces calculs algébriques peuvent étre effectués par des logiciels de mathématiques
(MATHEMATICA, MAPLE, EXCEL, ...).
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8. Probléme du cavalier et carré magique

Nous prenons pour acquis que le lecteur connait la marche du cavalier sur un échiquier
standard. Le probléeme du cavalier consiste a parcourir toutes les cases une et une seule fois a
partir d’'une case donnée.

Pour réaliser un tel exploit, nous pouvons nous servir d’un procédé heuristique qui consiste a
déplacer le cavalier sur une case de laquelle nous avons le maximum de cases ou aller.

Plagcons 1 sur la case de départ, 2 sur la case suivante, 3 sur la suivante et ainsi de suite, le
passage de la case notée n a la case notée n + 1 se faisant toujours avec le cavalier. Nous avons
ainsi un carré d’ordre 8 qui renferme tous les entiers de 1 a 64. La question : ce carré peut-il étre
magique?

e

Ce carré sera-t-il magique?

Le carré ci-haut montre les 9 premiers mouvements du cavalier, la case de départ étant la
derniere case de la premiere colonne dans laquelle se trouve le 1.

En 2003, Stertenbrink et Meyrignac ont donné la réponse a la question posée plus haut et ce, en
regardant tous les cas possibles (138,25 jours de calculs a 1 GHz). Parmi tous les carrés trouvés,
aucun n’était magique!!! Cependant, ils ont trouvé 140 carrés semi-magiques et un des plus
intéressants est le suivant car toutes les rangées et toutes les colonnes totalisent 260, une
diagonale donne 256 et I'autre, 264. Il a été construit en 1862 par Jaenisch.
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15 | 30 - 50 | 27 | 36 38
-51 14 29-39 26 | 35

31 |16 | 49 | 4 | 33 | 28 | 37 | 62

17 | 42 | 53 | 48 | 5 24 | 11 | 60

54 | 45 | 20 - 12 | 57 | 8 | 23

43 | 18 | 47 | 56 | 21 6 59 | 10

:

46 | 55 | 44 | 19 | 58 | 9 22 | 7

Carré 40, Jaenisch

Tout simplement remarquable !!! Ce carré est presque magique!! Remarquez que ce circuit est
fermé; en effet, de 64, nous revenons a notre case de départ avec un mouvement de cavalier!!!

En terminant, voyons ce tres beau carré magique normal d’ordre 8. Il est di a Feisthamel. Nous
passons des entiers de 1 a 32 a 'aide de 31 mouvements de cavalier puis nous passons de 32 a
33 par un mouvement de tour et enfin, de 33 a 64 a I'aide de 31 mouvements de cavalier.

- 14 | 53 | 62 12 | 51 | 60

54 | 63 13 | 52 | 61 11

:

15 6 | 55|24 |41 | 10 | 59 | 50

64 | 25 | 16 | 7 | 58 | 49 | 40

-

17 | 56 | 33 | 42 | 23 | 32 | 9 | 48

34 | 43 | 26 | 57 | 8 | 39 | 22

27 | 18 | 45 | 36 | 29 | 20 | 47 | 38

44 | 35 | 28 | 19 | 46 | 37 21

-

Carré 41, Feisthamel

Le carré 40 est obtenu avec 63 mouvements de cavalier et il est presque magique. Le carré 41
est obtenu avec 62 mouvements de cavalier et un mouvement de tour mais il est magique!!!

Dans les deux cas, le cavalier n’est jamais passé 2 fois sur la méme case!!!
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9. Magie avec Durer

Nous allons nous servir d’'un carré magique normal d’ordre 4 qui est appelé un «Direr». Nous
verrons cette «classe» de carrés magiques dans la deuxiéme partie de I'ouvrage (5.4 du chapitre
5). lls sont caractérisés par 24 figures magiques que nous verrons ici.

Vous étes entrain de construire un carré magique d’ordre 4 et vous avez déja placé 12 nombres
dans votre carré. Vous demandez a une autre personne, avant de placer les 4 derniers nombres,
qguelle somme magique S voulez-vous? Vous placez ensuite les 4 derniers nombres et vous
obtenez la somme magique S demandée!!! En fait, vous étes parti d’'un Diirer normal et vous
avez enlevé les nombres 13, 14, 15 et 16.

= EIEIEAE ) EAEIE
Imn Bonn

3 8 9 3 8 | 9

12 | 5 2 12 | 5 2

Carré 42 Carré 43

Le carré 42 est un carré magique Direr car le petit carré d’ordre 2 situé dans le coin en haut et a
gauche est une figure magique (c’est cette figure magique qui caractérise les Diirer); en effet,
13 +4 + 6 + 11 = 34, la somme magique du carré 42.

Vous pouvez observer qu’un seul nombre a été enlevé dans chaque colonne, chaque rangée et
chaque diagonale du carré 43. Si vous voulez que le nouveau carré ait pour somme S, alors il
vous suffira de placer les quatre nouveaux nombres dans les cases vides de la fagon suivante :

- 4 |10 | 7
6 | 11 | 1

3 8 9

12 | 5 2
Carré 44

avecA=S-21.
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Ce nouveau carré est toujours un Diirer et il est de somme S. Ainsi, avec S =100, vous obtenez

le Direr suivant :
¢ 1 1 &

3 8 9

12 | 5 2

Remarque:

Si vous voulez seulement des entiers positifs et aucune répétition dans votre nouveau carré
Diirer, il faudra alors exiger A>13d’ou S —21 > 13 et finalement S > 34.

Vous pouvez utiliser ce résultat dans votre spectacle. Il vous faudra trouver le moyen de vous
faire donner du public un nombre supérieur ou égal a 34; en demandant, par exemple, jusqu’a
quel age désirez-vous vivre ou encore, a quel age est décédée votre grand-mére? Vous aurez
alors un Diirer formé de 16 entiers positifs tous différents.

Voici les figures magiques que vous aurez dans votre carré magique Direr : bien entendu, les
guatre rangées, les quatre colonnes et les deux grandes diagonales puis les figures magiques
suivantes :
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Le Direr duguel nous sommes partis (carré 42) a été convenablement choisi afin de remplacer
quatre entiers consécutifs, ici 13, 14, 15 et 16, qui occupaient les cases qui forment le schéma
suivant : nous enlevons un nombre par colonne respectivement de gauche a droite, en partant
de la case située a gauche dans la premiére rangée puis en atteignant les 3 autres cases par :
mouvement de cavalier, diagonale, mouvement de cavalier. Le carré 42 n’est pas unique; en
voici trois autres :

Carré 45 Carré46; A=S-33

- 8 14 | 11 - 8 14 | 11

10 10

Carré 47 Carré 48; A=S-33

B[ [

14 3 14 3

Carré 49 Carré50; A=S-25

Si dans votre spectacle, vous voulez utiliser vos quatre carrés (44, 46, 48 et 50), alors pour étre
certain que les 16 nombres obtenus dans votre carré soient tous positifs et tous différents, il

vous suffira d’exiger S > 49.
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10. Glossaire 1

Les nombres :

w

Entiers: ce sont les nombres{...;—5;—4;—3;—2;—1;0;1;2;3;4;5;...}.

Nous les appelons aussi entiers relatifs. Il y en a une infinité.

Entiers consécutifs : ce sont des entiers écrits dans I'ordre croissant ou décroissant et le
passage de I'un a I'autre se fait en ajoutant ou retranchant 1. Ainsi, 5, 6, 7, 8 sont des
entiers consécutifs contrairement aux entiers 4, 6, 7, 8, 11. Les entiers 10, 9, 8, 7, 6 sont
aussi consécutifs.

Entiers naturels : ce sont les nombres {0, 1, 2, 3, 4,5, ..., 33, 34, ..} ; il y en a une infinité.
Nombres premiers : ce sont les entiers naturels plus grands que 1 qui se divisent
seulement par 1 et par eux-mémes. Ainsi, 2, 3,5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, ... sont
des nombres premiers. |l y a une infinité de nombres premiers et tout entier > 1 qui
n’est pas un nombre premier se décompose en un produit de nombres premiers
(théoreme fondamental de I'arithmétique). Par exemple : 15=3x5et36=2x2x3 x 3.
Notons que tous les nombres premiers sont impairs excepté 2.

. .. m .
Nombres rationnels : ce sont les nombres qui s’écrivent — ou m est un entier et n, un
n

entier non nul (différent de 0). E : E : j = i = —i ; ﬂ = 1—1 ; 2—7 = 27 sont
3 7 13 -13 13 -6 6 1
des nombres rationnels. Notez que% = 0,6666666...., g: 0, % =1,25et

g =1,142857142857 ... avec le groupe 142857 qui se répéte indéfiniment. Il y a une

infinité de nombres rationnels entre deux nombres rationnels quelconques.

Nombres réels : ce sont les nombres qui sont soit rationnels, soit irrationnels. Un
nombre irrationnel est un nombre qui ne peut pas s’écrire sous la forme m/n ol m est
un entier et n, un entier différent de 0. Il y a une infinité de nombres réels entre deux
nombres réels donnés. La racine carrée d’un entier qui n’est pas un carré parfait est
toujours un nombre irrationnel; la racine carrée de 13 par exemple.

Les carrés magiques :

7.

Carré arithmétique d’ordre n: c’est un carré magique d’ordre n tel que tous ses
nombres peuvent se mettre sous la forme d’un tableau arithmétique d’ordre n. Tous les
carrés magiques construits avec le nouveau procédé de construction de carrés magiques
présenté dans la section 6 de la Partie 1, sont arithmétiques, quel que soit I'ordre n.
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Carré magique : c’est un carré subdivisé en NxNcases carrées identiques réparties sur
n rangées de n cases et n colonnes de n cases, chaque case contient un seul nombre et
la somme des nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale
est toujours égale a un méme nombre S. En voici un exemple :

16 | 9 |23 (12| 5
22 (15| 1 |19 | 8
4 118 7 |25 |11
10 | 21| 14| 3 | 17

13| 2 20| 6 | 24

Carré 51

Nous avons un carré subdivisé en 5 x 5 = 25 cases identiques réparties sur 5 rangées de
5 cases et sur 5 colonnes de 5 cases avec un seul nombre par case et la somme des
nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale est 65.

Carré hyper-magique : c’est un carré magique d’ordre pair tel que :

1. Chaque fois que nous prenons un petit carré d’ordre 2 a I'intérieur du grand carré, la
somme des quatre cases est toujours égale a —.
n

2. Sur toute diagonale, grande ou brisée, la somme de deux nombres séparés par

2S
autres nombres, est toujours égale a —.
n

La condition 2. précédente implique a elle seule qu’un hyper-magique est toujours
pandiagonal (voir le théoreme 7.2 du chapitre 7, partie 2).

Les carrés 22 et 28 sont des carrés hyper-magiques. Un carré hyper-magique, donc
pandiagonal, formé d’entiers, dont I'ordre pair est non divisible par 4 ne peut pas étre
normal (voir 7.3 du chapitre 7, partie 2). C'est pourquoi le carré 22, formé d’entiers,
d’ordre 6, et 6 n’est pas divisible par 4, n’est pas normal; il est cependant presque
normal. Quant au carré 28, il est normal.

Tous les hyper-magiques sont donc pandiagonaux.
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10. Carré hyper-magique-alpha : c’est un carré hyper-magique d’ordre 8 qui possede les
cing figures magiques et la demi-figure suivantes :

m mEEn

Carré 52 Carré 53 Carré 54

in

Carré 55 Carré 56 Carré 57

S
Le carré 57 renferme une demi-figure (quatre cases) de sommeE . Le carré 28 est un hyper-

magique-alpha normal.

11. Carré magique Ariane : c’est un carré d’ordre 5 qui renferme 11 fusées. Le carré 20 est
un carré Ariane; il contient 6 fusées verticales et 5 horizontales et 3 de celles-ci sont
illustrées en bleu et vert.

12. Carré magique associatif : c’est un carré magique tel que chaque fois que nous prenons
deux nombres situés dans deux cases symétriques par rapport au centre du carré, la

2S
somme de ceux-ci est toujours égale a——. Un carré ultra-magique est donc un carré
n
magique pandiagonal et associatif. Si I'ordre est impair, alors la case centrale renferme
S
— (probléme 10 de 7.4).
n

13. Carré magique diabolique : c’est un carré magique d’ordre 4 caractérisé par 86 figures
magiques. Ses seize nombres forment toujours une suite arithmétique. Pour plus de
détails, voir la section 5.10 du chapitre 5 de la partie 2.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

23.

24,

25.

Carré magique équivalent : soient A et B, deux carrés du méme ordre. Si B peut étre
obtenu par une rotation de 0°, 90°, 180° ou 270° de A, alors nous dirons que B est un
équivalent de A. Si B peut étre obtenu en regardant A par derriére (voir 32 et 33 de ce
glossaire), alors ce carré B est aussi un équivalent de A ainsi que ses rotations de 90°,
180° ou 270°. A est donc un équivalent de lui-méme et chaque carré A engendre huit
carrés équivalents dont lui-méme. Il est évident que A magique implique B magique et
gue B est de méme somme magique que A.

Carré magique Gaudi : c’est le carré magique que Josep Subirachs, sculpteur et peintre
catalan, a placé sur la facade de la Passion de la basilique Sagrada Familia a Barcelone,
Espagne. Sa somme magique est S = 33, I'4ge du Christ a sa mort. C'est le carré 24.

Carré magique normal : qui renferme tous les entiers consécutifs a partir de 1. Ainsi, un
carré magique normal d’ordre 7 renferme tous les entiers consécutifs de 1 a 49.

Carré magique presque normal : c’est un carré magique qui ne contient que des entiers
positifs (> 0) tous différents. Le carré 25 est presque normal.

Carré magique primitif : tout carré magique, pris individuellement, peut-étre considéré
comme primitif. Nous dirons que deux carrés magiques A et B, de méme ordre, sont
primitifs si B n’est pas un équivalent de A donc A n’est pas un équivalent de B. Les carrés
42, 45, 47 et 49 sont primitifs deux a deux. Donc, deux carrés identiques ne sont pas
primitifs.

Carré magique trivial : c’est un carré qui renferme le méme nombre dans chaque case.
Carré pandiagonal : c’est un carré magique dans lequel toutes les diagonales brisées
sont magiques.

Carré premier : carré magique qui contient que des nombres premiers.

Carré semi-magique : carré dont la somme des nombres de chaque rangée et de chaque
colonne est toujours la méme, soit S. Si, en plus, la somme des nombres de chaque
grande diagonale était égale a S, alors le carré serait magique. Tout carré magique est semi
-magique; évidemment, la réciproque est fausse.

Carré super-premier : c’est un carré premier dont la somme magique est aussi un
nombre premier (voir carré 25).

Carré ultra-magique : c’est un carré magique pandiagonal tel que chaque fois que nous
prenons deux nombres situés dans deux cases symétriques par rapport au centre du

2S5
carré, la somme de ceux-ci est toujours égale a—. Dans un ultra-magique d’ordre
n

S .
impair, la case centrale renferme toujours le nombre — (voir le probleme 10 de 7.4,
n

partie 2). Le carré 21 est un exemple de carré ultra-magique.

Diagonales d’un carré magique : ce sont les deux grandes diagonales et les diagonales
brisées. Les deux grandes diagonales sont la principale qui part de la case haut-gauche
pour se terminer sur la case bas-droite et la secondaire qui part de la case haut-droite
pour se terminer sur la case bas-gauche (voir section 2.2). Quant aux diagonales brisées,
ce sont les brisées principales et les brisées secondaires. Une diagonale brisée principale
est formée de 2 branches (petites diagonales) paralléles a la diagonale principale et
situées de part et d’autre de celle-ci. Si une branche est constituée de k cases, alors
I"autre branche est formée de n —k cases. Il en est de méme des diagonales brisées
secondaires. Ici, n est I'ordre du carré.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Figure dans un carré magique d’ordre n: c’est un groupe de n cases distinctes. Deux
cases sont distinctes si elles occupent des positions différentes dans le carré. Notons
gue deux cases distinctes peuvent contenir le méme nombre.

Figure compléete : c’est une figure telle que ses cases se retrouvent une seule par
rangée, par colonne et par grande diagonale. Dans le carré 42, les cases qui renferment
13, 14, 15 et 16 forment une figure compléte. Tout carré d’ordre n > 3 posséde une
figure compléte (voir le probleme 59 de 5.18, chapitre 5, Partie 2 de I'ouvrage).

Figure magique dans un carré magique : c’est une figure dont la somme est égale a la
somme magique. La somme d’une figure étant la somme des nombres qui se trouvent
dans les cases de la figure. Par définition, une rangée est une figure magique de méme
gu’une colonne et une grande diagonale. Dans un carré magique d’ordre 4, les quatre
coins forment toujours une figure magique de méme que les quatre cases centrales.
Fréquence d’un carré magique M : c’est le nombre de figures magiques que possede le
carré magique. La fréquence d’un carré magique M de somme S se note f(S) ou f(M). Un
carré magique normal d’ordre 4 a pour somme 34 et f(34) = 86 signifie que le carré
renferme 86 figures magiques. Tous les carrés magiques normaux d’ordre 4 renferment
86 figures magiques. Pour tout carré magique normal d’ordre 5, donc de somme S = 65,
nous avons f(65) = 1394.

Ordre d’un carré magique : c’est la taille du carré. S’il est formé de n rangées donc de n
colonnes, nous dirons que le carré est d’ordre n. Le carré magique 51 est d’ordre 5.
Nous avons vu comment construire des carrés magiques d’ordre n >2.

Permutation : soit une liste ordonnée d’objets. Une permutation est une action qui
consiste a changer I'ordre des objets de la liste. Par exemple, la permutation suivante :

{a;b;c;d;e; f} — {bic;a; f;d;e}
Dans la liste de gauche, @ occupe la position 1, b occupe la position 2, ...
Mais dans la liste de droite, a occupe la position 3, b occupe la position 1, ...
C’est pourquoi nous pouvons écrire :
1-53:251:352:455:556:6—>4
Ce qui veut dire que I'objet dans la position 1 devient I'objet dans la position 3, ...
Si nous appliquons cette permutation a {m, n, p, q, s, t} ainsi qu’au nombre 543 629,

alors, nous obtenons : {n, p, m, t, q, s} et le nombre 435 962.

Rotation d’un carré: ce sera une rotation de 90°, 180° ou 270° donc dans le sens
contraire des aiguilles d’'une montre appelé sens positif. Une rotation de 0° du carré A
nous redonne le carré A.
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Carré A Rotation de 90°de A de 180°de A de 270°de A

ou une rotation de -90°, -180° ou -270° donc dans le sens des aiguilles d’une montre
appelé sens négatif.

Carré A Rotation de -90°de A de -180°de A de -270°de A

33. Rotation spatiale de 180° :

Carré A Rotation 180° est-ouest de A

Les rotations de 32. sont dites planaires parce qu’elles se font dans la plan déterminé
par votre feuille de papier. La présente rotation est dite spatiale puisque vous
retournez votre feuille de papier dans I'espace, ici, de 180° d’est en ouest ou encore, de
la droite vers la gauche. Nous pouvons aussi dire que vous regardez le carré A par

derriere. Nous notons R. cette rotation spatiale de 180°.

34. Somme magique : dans un carré magique, la somme des nombres de chaque rangée,
chaque colonne et chaque grande diagonale donne toujours le méme nombre que nous
appelons somme magique. Nous la notons habituellement S. Nous dirons souvent «la
somme du carré magique» au lieu de «la somme magique du carré magique». La somme
du carré 51 est S = 65. Si deux carrés magiques renferment exactement les mémes
nombres, alors ils ont la méme somme. Bien entendu, si I'un renferme, par exemple,
trois fois le nombre 2 alors I'autre renferme lui aussi trois fois le nombre 2.

35. Structure générale d’ordre n: c’est un carré magique général d’ordre n qui renferme
une variable libre dans certaines cases et des expressions linéaires formées de ces
variables libres dans les autres cases. Par exemple, voir le carré 38 ci-haut. Pour
construire un carré magique particulier avec le carré 38, il suffit d’attribuer aux variables
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36.

37.

38.

libres a, b, ¢, d, e, f, g et S, une valeur réelle (chaque variable est remplacée par un
nombre réel) et d’effectuer les calculs. Notez que nous considérons toujours la somme
magique S comme variable libre. Nous pouvons voir une structure générale comme une
«machine» a fabriquer des carrés magiques. Voir annexe 1.

Suite arithmétique : suite de nombres de laformea,a+r,a+2r,a+3r,a+4r,...;
nous constatons alors que la différence entre un nombre de la suite et le nombre qui le
précede immédiatement est toujours le méme nombre r, appelé la raison de la suite
arithmétique, a étant son premier terme. Une suite arithmétique peut étre finie ou
infinie :1,5,9,13,17 est une suite arithmétique finie dont le premier terme est 1 et la
raison 4. La suite des entiers naturels pairs est une suite arithmétique infinie dont le
premier terme est 0 et la raison 2. Une suite arithmétique est dite triviale ou constante
si sa raison est nulle.

Super-figure : soit donné un carré magique d’ordre n. Choisissons une figure magique
que nous allons reproduire a I'extérieur du carré. Nous aurons alors une figure F (sans
nombre dans ses cases) que nous pourrons déposer sur le carré et qui couvrira
parfaitement la figure magique choisie. Imaginons les cases de F, en verre, de sorte que
nous puissions déposer F sur le carré magique, couvrir parfaitement n cases et voir les n
nombres situés dans les n cases couvertes par F. Nous dirons que F est une super-figure
si, peu importe ou et comment nous déposons F sur le carré magique, F couvre une
figure magique; évidemment F doit couvrir parfaitement n cases du carré magique.
Dans le carré magique suivant, nous avons choisi une figure magique (1, 22, 9, 20, 13).
Elle est reproduite a droite du carré magique d’ou la figure que nous appelons F.
Maintenant, placons F n’importe ol sur le carré magique (ici en vert) et nous couvrirons
une figure magique!!!

Tableau arithmétique d’ordre n : c’est un tableau carré d’ordre n tel que ses n rangées
forment n suites arithmétiques de méme raison r et ses n colonnes forment n suites
arithmétiques de méme raison t. Voici un tableau arithmétique d’ordre 4 :

a a+r a+2r a+3r
a+t a+t+r a+t+2r a+t+3r
a+2t a+2t+r a+2t+2r a+2t+3r

a+3t a+3t+r a+3t+2r a+3t+3r
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39. Ultra-figure : c’est une figure située en-dehors du carré magique a partir de laquelle
nous pouvons en construire sept autres en la tournant de 90°, 180° et 270°, puis en la
regardant par derriere, nous en aurons une autre que nous allons aussi tourner de 90°,
180° et 270°. Ces huit figures, issues de la figure initiale sont appelées les figures
équivalentes de celle-ci. Maintenant, si ces huit figures sont des figures magiques dans
le carré magique, alors nous dirons que c’est une ultra-figure. Les figures des carrés 21e
et 21f sont des ultra-figures. Notez que les huit figures équivalentes ne sont pas
toujours différentes et pour cela, observez les figures des carrés 21b, 21c et la figure
rouge de 21d. Enfin, une super-figure est toujours une ultra-figure; cependant, une
ultra-figure n’est pas forcément une super-figure. Il est trés important de dire que si
nous plagons une figure équivalente sur le carré, alors c’est cette figure que nous
devons voir lorsque nous regardons le carré de fagon standard.
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11. Probléemes

PwnNPE

10.

11.
12.

13.

Un carré d’ordre 36 posseéde combien de diagonales (les grandes et les brisées)?
Combien de figures magiques possede un carré magique normal d’ordre 8?

Quelle est la somme magique d’un carré magique normal d’ordre 22? D’ordre 407?

Dans tout carré magique d’ordre 3 et de somme magique S, montrez que le nombre
central est toujours égal a S/3.

Un ami vous dit qu’il vient de fabriquer un carré magique d’ordre 3 avec neuf entiers; de
plus, il vous dit que la somme magique de son carré est 2014. Vous lui répondez
aussitot : erreur mon ami!l!l Cela n’est pas possible. Expliquez votre remarque.

Un carré magique d’ordre 3 renferme neuf nombres premiers. Sa somme magique peut-
elle étre un nombre premier?

Vérifiez que les figures des carrés 28a et 28b sont des super-figures pour le carré 28.

Le méme ami vous affirme qu’il a construit un carré magique normal d’ordre 3 dont le
centre est 6. Vous lui dites: impossible!!! Et le pauvre vous demande pourquoi?
Qu’allez-vous lui répondre?

Construisez trois carrés magiques d’ordre 5 dont un normal et deux presque normaux.
Construisez un carré magique normal d’ordre 6 et un carré magique presque normal
d’ordre 6 (ce dernier ne doit pas étre normal).

Construisez un carré magique normal d’ordre 11, d’ordre 12 et d’ordre 14.

Construisez un carré presque normal d’ordre 11, d’ordre 12 et d’ordre 14 (aucun ne doit
étre normal).

Pouvons-nous construire un carré magique normal ou presque normal d’ordre 4 qui
aura la figure magique suivante?

14. Voici le célébre carré magique du peintre, graveur et mathématicien Albert Direr (1471-

1528):

16 3 2 13

9 6 7 12

4 15 14 1

Carré 58
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Vous verrez, dans la deuxieme partie de I'ouvrage, que ce carré magique est dans le sous-espace
des diaboliques-alpha.

a)
b)

c)

15.

16.

Pouvez-vous transformer le carré 58 de facon a obtenir le Gaudi (carré 24)?

A partir du carré 58, trouvez un carré magique presque normal dont la somme magique
est S=38.

A partir du carré 58, trouvez une infinité de carrés magiques presque normaux de
sommes magiques consécutives a partir de 38.

Construisez un carré magique normal d’ordre 7 et trouvez-lui une figure compléte (voir
la définition dans le glossaire 1). De |a, construisez 5 carrés magiques presque normaux
de sommes consécutives.

Le probleme 14. ci-haut nous permet de construire des carrés magiques presque
normaux de sommes consécutives a partir de S = 38. Mais nous pouvons faire mieux!!! A
partir du carré normal ci-dessous, montrez que vous pouvez construire une infinité de
carrés magiques presque normaux de sommes magiques consécutives a partir de S = 34.
Nous verrons dans la Partie 2 de l'ouvrage , chapitre 5, que tous ces carrés sont des
Direr (les quatre cases du sous-carré d’ordre 2 situé dans le coin haut-gauche forment
une figure magique).

1 8 15 10

14 11 4 5

12 13 6 3

7 2 9 16

17. A partir du carré magique normal d’ordre 5 suivant, construisez une infinité de carrés

magiques presque normaux de sommes magiques consécutives a partir de S = 65.

1 (1522 |18 | 9
23 |19 | 6 5 |12
10 | 2 | 13 | 24 | 16

14 | 21 | 20 | 7 3

17 | 8 4 |11 | 25

18. Trouvez les huit équivalents du carré magique 58 (voir probléme 14)
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19. Nous avons rencontré, plus haut, le Gaudi (carré 24). Celui-ci contient deux répétitions
(deux fois le 10 et deux fois le 14). Il a probablement été obtenu a partir du carré
d’Albert Direr. Il est de somme 33. En utilisant le carré magique normal suivant :

1|8 |15]|10
14|11 4 | 5
12113, 6 | 3

pouvez-vous construire un carré magique de somme 33 qui serait formé que d’entiers
non négatifs tous différents deux a deux?

12. Remarque importante

Dans le numéro 8 du glossaire ci-haut, nous avons donné la définition du carré magique. Pour
introduire le concept de carré magique, nous n’avons pas voulu donner une définition trop large
dans la premiére partie de cet ouvrge. Cependant, dans la seconde partie, nous pourrions, dans
la définition de carré magique, remplacer «nombres» par «objets mathématiques».

Nous entendons ici par objets mathématiques, des objets que nous pouvons additionner et
multiplier par un nombre.

Par exemple, dans les cases de notre carré magique, nous pourrions y trouver des nombres

réels, des nombres complexes, des quaternions, des polynémes, des fonctions et méme des
carrés magiques!!!
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1. Introduction

La deuxieme partie de I'ouvrage s’adresse principalement a tous ceux et celles qui veulent aller
plus loin dans I’étude des carrés magiques . La théorie y sera beaucoup plus présente et une
bonne base en mathématiques et en particulier en algebre linéaire sera trés utile. Nous allons
présenter un bon nombre de nouveaux résultats en y mentionnant les principales idées qui
permettront au lecteur de construire ou de compléter la démonstration de ceux-ci. Pour d’
autres résultats, les démonstrations seront completes.

Nous allons voir que I’'ensemble des carrés magiques d’ordre n formés de nombres réels est un
espace vectoriel sur le corps des nombres réels. La dimension de cet espace est n (n -2). Nous
allons nous intéresser a de nombreux sous-espaces vectoriels de dimensions inférieures. Dans le
cas des carrés magiques d’ordre 4, nous avons créé un certain nombre de sous -espaces
vectoriels de différentes dimensions a partir de figures magiques imposées, ce qui est un peu
arbitraire . Mais le lecteur peut voir comment nous avons fait et il peut, a son tour, créer de
nouveaux sous-espaces avec ses propres figures magiques qu’il imposera.

Une question importante se pose dés que nous avons un sous-espace de carrés magiques qui
eux, ont été fabriqués a partir de figures imposées : existe-t-il des carrés magiques normaux
dans ce sous-espace? Et si oui, combien y en a-t-il? S’il y en a, alors nous allons tenter de les
trouver tous, dans la mesure du possible!!! En effet, les carrés magiques normaux d’ordre 8 sont
tellement nombreux que nous n’avons pas encore réussi a en déterminer le nombre exact; il
s’agit ici de plusieurs centaines de milliards!!!

De grandes nouveautés se retrouvent dans la partie 2 : les carrés arithmétiques et le nouveau
procédé de construction de carrés magiques d’ordre N > 3relié au théoréme fondamental des
carrés magiques. Les carrés fonctionnels dans lesquels des fonctions prennent la place des
nombres dans les cases des carrés. Par exemple, la somme magique d’un tel carré magique

pourrait étre X + 2C0s (3X). Des résultats trés intéressants sur les carrés fonctionnels nous

attendent. Puis les produits matriciels de carrés magiques. Le résultat d’un tel produit est-il un
carré magique? En général, la réponse est non. Le produit est cependant toujours un carré semi-
magique. Si A et B sont deux carrés magiques, alors nous sommes certains que le produit AB est
semi-magique. Avec de nombreux sous-espaces, nous verrons qu’il arrive souvent que le produit
(AB) B soit magique.

Nous verrons aussi que si nous appliquons une certaine permutation a tous les nombres de
certains carrés magiques, alors le nouveau carré obtenu est encore magique et de méme
somme. Tout simplement extraordinaire!!!l Il y aura aussi les carrés magiques de sommes
consécutives puis les carrés doublement magiques.

Et ce n’est pas finilll



2. Opérations sur les carrés magiques, espaces vectoriels

Nous pouvons regarder les carrés magiques comme des matrices carrées. Certains parlent
méme de matrices magiques.

L’addition de deux carrés magiques de méme ordre se fait exactement comme |'addition de
deux matrices carrées de méme taille.

La multiplication d’un carré magique par un nombre réel (un scalaire) se fait de la méme fagon
gu’avec une matrice.

Dans le but de simplifier, nous allons souvent représenter un carré magique par une matrice.

4 |15 14| 1
10|11 8
9 16| 7|12

16| 3 | 2 |13

Ainsi, le carré magique ci-haut peut prendre la forme matricielle suivante :

4 15 14 1
5 10 11 8
9 6 7 12
16 3 2 13

Voyons un exemple d’addition de carrés magiques et de multiplication d’un carré magique par
un nombre mais avant, rappelons que nous notons souvent un élément d’une matrice A par a;
qui n’est rien d’autre que I'élément situé a l'intersection de la i-eme rangée et de la j-éme

colonne. Si nous appelons B, le carré précédent, alors I'élément b23 est le nombre 11 et

I'élément b,, est le nombre 3.



71 79 83 103 4 15 14 1

|97 107 109 23 ;- 5 10 11 8
157 113 7 59 19 6 7 12
11 37 137 151 16 3 2 13

75 94 97 104
102 117 120 31

A+B =

166 119 14 71

27 40 139 164
20 75 70 5
25 50 55 40

5B =

45 30 35 60
80 15 10 65

Pour faire A + B, nous additionnons les nombres qui occupent les mémes positions dans chaque
carré. L'élément C; dans A + B s’obtient donc comme suit : C; = a; + by;.

Pour faire 5B, nous devons multiplier chaque nombre de B par 5. L’élément C; de 5B est donné

parC; = 5b; et d’une fagon générale, I'élément C; de k B s’écritC; = kb .

Il est clair que si A et B sont des carrés magiques respectivement de sommes S et T, alors A + B
est un carré magique de somme S + T et k A est un carré magique de somme k S. De plus, les
propriétés des opérations sur les matrices s’appliquent aux carrés magiques d'ou le
théoréme 2.1 qui suit. Nous pouvons aussi faire le produit (matriciel) de deux carrés magiques A
et B. Ce produit AB, en général, n’est pas un carré magique. Nous verrons dans le chapitre 9 le
théoréme qui affirme que si A et B sont des carrés magiques respectivement de sommes S et T,
alors le produit AB est un carré semi-magique de somme ST. Nous verrons aussi que les
puissances impaires de certains carrés magiques sont encore des carrés magiques!

Soient M un carré magique d’ordre n et W, le carré trivial d’ordre n qui renferme I’entier 1 dans
toutes ses cases. Ajouter le nombre k dans toutes les cases de M revient a faire M + k W qui est
toujours un carré magique. Nous pourrons écrire M + k au lieu de M + kW.



Théoréme 2.1:

L’ensemble des carrés magiques d’ordre n formés de nombres réels est un
espace vectoriel sur le corps R des nombres réels.

Les carrés magiques d’ordre n sont donc formés de n? nombres réels mais ce gue nous voulons,
ce sont des carrés magiques formés d’entiers positifs tous différents (carrés presque normaux)
ou mieux encore, des carrés magiques formés de tous les entiers consécutifs de 1 a n? (carrés
normaux). Nous allons en faire un objectif important : pouvoir construire des carrés magiques
normaux et presque normaux. Cet objectif sera atteint!!!

3. Structures générales des espaces vectoriels sur le corps des
nombres réels, formés de carrés magiques et dimensions

Considérons I'espace vectoriel sur R des carrés magiques d’ordre n. Nous allons trouver un
carré magique général, formé den’expressions algébriques linéaires, chaque expression
renfermant un certain nombre de variables. Pour avoir un carré magique particulier, il suffira de
remplacer chaque variable par un nombre réel. Chaque fois que nous ferons cela, nous
obtiendrons un carré magique particulier et de plus, tout carré magique sera obtenu de cette
facon. Ce carré magique général est appelé structure générale. Celle-ci n’est pas unique.

Nous pouvons voir la structure générale comme une «machine» a fabriquer des carrés magiques
d’ordre n et a les fabriquer tous. Une autre structure générale est équivalente a la premiére en
ce sens qu’elle permettra de construire les mémes carrés magiques.

Il est bien évident que cette structure générale dépend de n. Comment allons-nous la
construire? Nous commengons avec n = 3. Pour que le carré suivant soit magique, il faut avoir :

a b c
d e f
g h k




a+b+c=S

d+e+f=S
a+d+g=S
b+e+h=S
Il s’ensuit que :
c=S-a-b
f=S-d-e
g=S—-a-d
h=S-b-e

et ainsi, quatre variables (C, f, g, h) ne sont plus dans le carré mais la variable S, elle, vient
d’apparaitre. Si nous posons :

A=a+b+d+e

alors, c+f =2S—A=g+h d'ou k=S —(2S — A) = A—S. Ainsi notre carré est semi-

magique; la somme dans chaque rangée et chaque colonne donne S et ce, quelle que soit la
valeur attribuée aux cinq variablesa,b,d,e,S.

Maintenant, pour que notre carré soit magique, il faut et il suffit que la somme dans chaque
grande diagonale donne S :

. a+e+A-S=S
) {(S—a—d)+e+(8—a—b):s

Puis le systéme (*) est équivalent au systéme :

d+2e+2a+b=2S
%)
d—-e +2a+b=S

Il est trés important d’observer ici que le systéme (**) posséde une solution unique en d et e.
Enfin, le systéme (**) est équivalent au systéme suivant :

S
e:§
(***)
=2 24
3

Il ne reste plus que trois variables dans notre carré magique : a,b, S. Le voici :



a b S—-a-b
(1) E—Za—b S 2a+b—§
3 3
a b—E E—b é—a
3 3

Structure générale des carrés
magiques d 'ordre 3

Ce carré est la structure générale des carrés magiques d’ordre 3. D’abord, c’est bien un carré
magique de somme S puis, étant donnée I'unicité de la solution du systéme (**), tout carré

magique d’ordre 3 provient de cette structure générale. Ainsi, en faisant variera,b et S dans
I’ensemble des nombres réels, nous obtiendrons tous les carrés magiques d’ordre 3 a partir de

(1).

Par exemple, aveca=4, b=9, S =15, nous obtenons :

o w b~
= o1 ©
[o2 NI | )

3 2 31

2 7 14

Puis aveca:§ , b:Z , S =4, nous obtenons : 4—3 ﬂ g
2 7 21 3 21

19 50 7

42 21 6

Avec a=m,b=./2,5=5,/3, nous obtenons:

Vs «/E 5\/§—«/§—7z

E—\/E—Zﬂ' > —£+\/§+2ﬂ'

N NN

—i—i- 2+ 1—2—\5 E—ﬂ'

N3 N N3

Regardons maintenant le cas n = 4. Pour que le carré suivant soit magique, il faut avoir :



d e f j
u g v m
r s t k

a+b+c+i=S
d+e+f+j=S
u+g+v+m=3
a+d+u+r=S
b+e+g+s=S
c+f+v+t=S

Il s’ensuit que :
i=S-a-b-c
j=S-d-e-f
m=S-u-g-v

et ainsi, six variables (i, j,m,r,s,t) ne sont plus dans le carré mais la variable S, elle, vient
d’apparaitre. Si nous posons :

A=a+b+c+d+e+f+u+g+v

alors, i+ J+m=3S—A=r+s+t dou k=S—-(3S—A) = A—-2S.La variable k vient
de disparaitre du carré qui lui devient semi-magique. Quelles que soient les valeurs
attribuées aux variables, a, b, ¢, d, e, f, u, g, v et S, nous obtenons toujours un carré semi-
magique.

Maintenant notre carré semi-magique sera magique si et seulement si nous avons :

*) a+e+v+A-2S =S
(S—a-b-c)+f+g+(S-a-d-u)=S

lequel est équivalent au systéeme (**) suivant :



u+2v+a+e+A—-u-v=3S
**)
u +2a+b+c+d—-f-g=S

Ce systéme posséde une solution unique en U et v d’ou le systéme équivalent suivant :

. u=S-2a-b-c-d+f+g
(**)
v=S-e—f—g

Il ne reste plus que huit variables dans notre carré magique : a, b, ¢, d, e, f, g et S. Le voici :

a b C S—a-b-c

@ d e f S—d-e—f
S—-2a-b-c-d+f+g g S—-e-f-g 2a+b+c+d+e—g-S

a+b+c—-f-g S-b-e-g -c+e+g -a+f+g

Structure générale des carrés magiques d ‘ordre4 et de somme S

(2) est la structure générale des carrés magiques d’ordre 4. D’abord, c’est bien un carré
magique de somme S puis, étant donnée I'unicité de la solution du systéme (**), tout carré

magique d’ordre 4 provient de cette structure générale. Ainsi, en faisant varier
a,b,c,d,e, f,getSdans 'ensemble des nombres réels, nous obtiendrons tous les carrés

magiques d’ordre 4 a partir de (2) . Par exemple, nous obtenons le carré magique suivant avec :

a=18;b=6;c=11;d=10;e=13; f =14;g=5;S =56

18 6 11 21
10 13 14 19
12 5 24 15
16 32 7 1

Nous pouvons donc construire tous les carrés magiques d’ordre 3 et d’ordre 4 a partir des
structures générales (1) et (2) .

Théoréeme 3.1:

Considérons un carré magique d’ordre 3 tel que les variables a et b soient des entiers. Alors,

tous les nombres du carré magique seront des entiers si et seulement si S est un entier multiple
de 3.




Théoréeme 3.2 :

Les seize nombres d’un carré magique d’ordre 4 sont des entiers dés que les huit
variables prennent des valeurs entiéres.

Si nous donnons aux huit variables, des valeurs entieres, alors tous les nombres du carré
magique seront des entiers mais quels entiers? |l pourrait y avoir des négatifs et pire encore, des
répétitions!!!

Si nous trouvons des négatifs et que le plus petit soit, par exemple, —11, alors il suffira d’ajouter
12 dans toutes les cases et le carré restera magique et ne renfermera que des entiers positifs.
Evidemment, nous pourrions tout aussi bien ajouter a toutes les cases un entier>12.

S’il y a des répétitions aprés avoir donné a toutes les variables une valeur entiére, alors nous
regarderons dans la structure générale, les expressions responsables d’une répétition donnée et
nous pourrons, en général, la faire disparaitre. Cependant, il peut arriver que nous fassions
apparaitre alors une autre répétition (ou méme plusieurs autres). Nous devons donc choisir
convenablement les valeurs entiéres que nous allons attribuer a nos variables, ce qui n’est pas
toujours simple.

Ce probleme sera résolu un peu plus loin. Par exemple, pour les 4x4, nous allons trouver une
structure générale, celle des super-Diirer-alpha, qui nous permettra de construire tres
facilement une infinité de carrés magiques formés d’entiers positifs, sans répétition.

Terminons en observant que les structures générales (1) et (2) renferment dans chaque case,
une expression linéaire des variables; par exemple, dans(2), nous trouvons les expressions
linéaires S—e—f —getS—-2a—-b—-c—-d+f+g.

Enfin, énongcons de nouveau un grand objectif que nous poursuivons :

Construire des carrés magiques presque normaux (tous les nombres du carré sont des
entiers >1 tous différents deux a deux) et des carrés magiques normaux (le carré renferme

tous les entiers consécutifs del & n’ ).

Nous dirons que ces carrés magiques sont de beaux carrés!!!



Enfin, regardons le casn >5. Pour que le carré suivant soit magique, il faut avoir :

ay a;, ag SRR a‘l(n—l) bl

Ay(n-1) bz

a‘(n—l)l a'(n—l)2 a'(n—l)3 a‘(n—l)(n—l) bn—l

¢, C, Cs Coy d

b,=S- (a;+a,+a,;+.+ ai(n_l))

1,j=123,..,(n-D).
C;=S—(a;+a,+a;+..+a,,;)

Ainsi, les variables bi et C; vont disparaitre du carré tandis que s’ajoutera la variable S.

Posons :Zaij =A oui,j=1,2,3,..,(n-1). Nous avons donc:

n n-1

b= (n-D)S—-A = >c; dotid=A-(n-2)S

1
i=1 j=1

10




La variable d disparait et notre carré est semi-magique. Enfin, le carré semi-magique sera
magique si et seulement si :

() A+ Ay, + gt .+ Apypy tA-(N=2)S =S

(S —a;—ap ..~ al(n—l)) + (az(n—l) + aS(n—Z) +ot a(n—l)z) + (S —ap —ay —..— a(n—l)l) =3

Nous allons voir que le systeme (**) est compatible en montrant que deux variables
s’exprimeront, de fagon unique, en fonction des autres variables. Nous choisirons de faire

disparaitrea ,eta,;. Le systeme (**) est équivalent au systeme suivant :

() a,+ a, + (.)=(Mn-1S -
a,+ (..)=S

et nous voyons que le systéme possede une solution unique en a,, €t a,,; ces deux derniéres

variables s’expriment de fagcon unique en fonction des (I‘l2 —2n) variables qui restent dans le
carré. En effet, ce nombre est :

(n-1°+1-2=n°-2n

Nous venons de construire une structure générale d’ordre N. De plus, étant donnée l'unicité de
la solution du systeme (***), nous pouvons conclure que cette structure générale génére tous
les carrés magiques d’ordre N >5.

En observant ces structures générales, pourNn >4, nous voyons que nos carrés magiques
renfermeront seulement des entiers si a nos variables, nous avons attribué des valeurs entieres.

A partir des structures générales pourn >4, nous pouvons donc affirmer ceci :

Théoréeme 3.3 :

Si dans la structure générale des carrés magiques d’ordreN >4, nous attribuons des
valeurs entiéres a toutes les variables, alors tous les nombres du carré magique ainsi
obtenu sont des entiers.

Nous verrons plus loin le théoreme fondamental des carrés magiques et le nouveau procédé de
construction de carrés magiques lequel a déja été présenté dans la partie 1. Nous pourrons alors
construire des carrés magiques de tous les ordresN >3, formés de nombres entiers positifs et
tous différents et ce d’une fagon tres simple. Les répétitions seront choses du passé!!!

11



Appelons E, I'espace vectoriel sur R des carrés magiques d’ordre N formés de nombres réels.
Nous pouvons toujours associer a En, une structure générale laquelle permettra de construire

tous les carrés magiques d’ordre N . Nous dirons que cette structure générale représente E, .

Nous avons vu que le nombre de variables nécessaires pour construire un carré magique d’ordre

2 . . .
NestN“—2N. Par exemple, pour construire un carré magique d’ordre 20, nous devrons

. N 2 . s \
attribuer & 20° —2x20 = 360 variables, une valeur entiére dans la mesure ol nous voulons

construire un carré magique formé d’entiers. De plus, si nous souhaitons avoir que des entiers
différents, nous devrons attribuer 360 entiers différents a nos 360 variables, ce qui est tout de
méme un certain travaill!! Pour construire un carré d’ordre 12, nous aurons besoin de 120
variables.

Le résultat sera un carré magique qui contiendra peut-étre des nombres négatifs et peut-étre
des répétitions. «Réparer» un tel carré n’est pas toujours simple et peut demander un certain
temps. «Réparer» signifie ici : faire disparaitre le zéro, les négatifs et les répétitions.

Voila le principal inconvénient de notre approche par les structures générales. Construire un
carré normal d’ordre 20 a partir de la structure générale de E,; est un travail trés difficile pour

ne pas dire presqu’impossible!!! Par contre, si nous voulons un carré magique quelconque, il n’y
a pas de probleme. Si nous le voulons presque normal, c’est déja plus facile.

Construire un carré magique normal d’ordre 20 avec le nouveau procédé présenté dans la partie
1, section 6, sera un jeu d’enfant!!!

Mais notre approche par les structures générales nous offre un grand nombre de possibilités
lorsque I'ordre n’est pas trop grand. Avecn <8, nous arrivons a construire des carrés magiques
extraordinaires voire fantastiques!!! Nous pourrions aller jusqu’an=12, ce qui est encore
raisonnable!

Nous verrons, plus loin, les nombreux sous-espaces de carrés magiques d’ordre 4 a partir
desquels nous avons trouvé des résultats remarquables.

Le nombre minimum de variables libres dans chaque structure générale est la dimension de
|'espace . Nous avons donc le théoreme suivant :

Théoréeme 3.4 :

La dimension de I'espace vectoriel E, sur le corps R des réels est n(n—2).
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Cela signifie que tout carré magique d’ordre N est une combinaison linéaire de n(n—2) carrés
magiques linéairement indépendants qui forment une base deE . Cette base découle

facilement de la structure générale qui représente E_ .

En imposant des figures magiques a la structure générale de E_, nous trouverons une nouvelle

structure générale qui représentera un sous-espace vectoriel de dimension inférieur an(n—2).
Nous verrons cela de plus prés a partir du chapitre 5.

Enfin, ces structures générales ne sont pas uniques; elles dépendent de notre choix des deux
derniéres variables a éliminer (voir les systemes (**)).

4. Les carrés magiques d’ordre 1,2 et 3
4.1 Les carrés magiques d’ordre 1

Il s’agit d’un carré formé d’une seule case dans laquelle nous avons placé un nombre :

35

Par exemple, le carré ci-dessus renferme le nombre 35. Il n’y a qu’une seule rangée, une seule
colonne et par défaut, nous dirons que les diagonales se confondent avec la rangée qui elle-
méme, se confond avec la colonne.

De tels carrés ne présentent pas vraiment d’intérét. En quelque sorte, ils s’identifient aux
nombres réels. Personne ne sera impressionné si nous disons que la somme dans chaque

rangée, chaque colonne et chaque diagonale est 35.

Afin de simplifier, nous écrirons un carré magique sous la forme matricielle. Ainsi, le carré ci-
haut s’écrira :

(35)
L’addition de tels carrés se fait comme pour les nombres réels :
(35) + (18) = (53)
et le produit d’'un nombre par un carré se fait comme suit :
7(35) = (245)

Nous ne reviendrons pas sur ces carrés magiques d’ordre 1.
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4.2 Les carrés magiques d’ordre 2

Un carré magique d’ordre 2 est formé de 4 cases et doit obligatoirement avoir la forme :

A B

B A
Puisqu’il est magique, il faut2 A= A+B et 2B = A+B d’out A=B. Si un carré d’ordre 2 est
magique, il est donc forcément trivial :

(3

Théoréeme 4.1:

Un carré d’ordre 2 est magique si et seulement s'il est trivial.

Il est évident que la somme de deux carrés triviaux de sommes S et T est un carré trivial de
somme S + T et que le carré trivial de somme S, s’il est multiplié par le nombre k, deviendra un
carré trivial de somme k S.

Ces carrés magiques ne sont pas trés spectaculaires puisqu’ils sont triviaux. Cependant, les
carrés triviaux seront d’'une grande utilité un peu plus loin.

4.3 Les carrés magiques d’ordre 3, premiére structure générale

Un des plus anciens carrés magiques d’ordre 3 est :

o w b

9
5
1

o NN

Sa somme est S = 15 et de plus, il est normal puisqu’il renferme tous les entiers de 1 a 9. Un
carré magique d’ordre 3 posseéde une propriété trés intéressante: le nombre central est

S S
tOUJOUFSE. Dans notre exemple, §=€=5, le centre du carré. Donc, si un carré magique

d’ordre 3 est normal, alors son centre doit étre le nombre 5. Nous ne pouvons pas construire un
carré magique d’ordre 3, de somme S = 36, si son centre n’est pas 12.
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Tous les carrés magiques d’ordre 3 proviennent de la structure générale (1) ci-dessous, laquelle
a été trouvée dans le chapitre 3 :

a b S—a-b
(1) E—2a—b E 2a+b—§
3 3
a+h-> X B_
3 3 3

Structure générale des carrés
magiquesd 'ordre 3

En général, nous allons construire des carrés magiques formés d’entiers positifs tous différents
(carrés magiques presque normaux) et si possible, des carrés magiques normaux c’est-a-dire des

carrés magiques formés de tous les entiersde 1 a n’ (ici, de 1a9).

4.3.1 Carrés magiques normaux et équivalents

Nous voulons trouver tous les carrés magiques formés des entiers consécutifs de 1 a 9. Avec
MATHEMATICA, nous pouvons construire une table formée de 81 carrés magiques en attribuant
a a et a b les valeurs entieres de 1 a 9 et a S, la valeur 15. Parmi ces 81 carrés magiques,
seulement 8 sont retenus car les 73 autres renferment des entiers négatifs ou nuls ou des
entiers qui se répétent et méme des entiers autres que ceux de 1 a 9. Voici donc les huit carrés
magiques normaux d’ordre 3 :

4 9 2 2 6 1
M, =13 7, M,=]9 1, M,=|7 ;' M,
8 1 6 4 2 9
9 4 8
M, = 3, Mg=1|9 M, = ; Mg
18 2 4 9

Cependant, tous proviennent du méme carré magique M, comme suit :

M, = RO(Ml) M, = Rl(Ml) M, = RZ(Ml) M, = RS(Ml)
M; = R.(M,) ; Mg = R}‘(Ml) ' M; = R’Z‘(Ml) » Mg = RE(Ml)

en précisant que :
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La notation R°(A) définit une rotation planaire de 0° du carré A .
La notation R*(A) définit une rotation planaire de 90° du carré A.
La notation R? (A) définit une rotation planaire de 180° du carré A.
La notation RS(A) définit une rotation planaire de 270° du carré A.

R.(A) n’est rien d’autre que A vu par derriére. Placez-vous derriére M, et vous verrez M .

Ainsi, nous pourrions écrire, par exemple : M, = R*(M,) = R*(R.(M,)) = RZ(M,). Les huit
carrés magiques ci-haut s’expriment donc tous a I'aide de |\/|1 qui sera, par choix arbitraire, notre
carré primitif. Les sept autres sont les équivalents de M, . Nous parlerons souvent des huit

équivalents de M, en considérant M, comme un équivalent de lui-méme. Voir annexe 17.

Revenons a R.(A) . De regarder A par derriére est équivalent a effectuer une rotation spatiale

de 180°est-ouest de A. C’est aussi équivalent a transposer Rl(A) .

Suspendons un carré magique au plafond d’une piece a I'aide d’'une corde d’'un métre et demi.
Sans toucher au carré, nous pouvons le regarder de huit facons différentes et voir en tout, huit
carrés magiques. Ce sont les huit équivalents. Ceux-ci sont en général différents.

Théoréeme 4.2 :

Si les quatre coins d’un carré magique d’ordre n renferment des nombres
différents, alors les huit équivalents sont différents.

Preuve :

a b b c c d d a b a a d d c c b
d c a d b a c b c d b c a b d a
Nous venons d’illustrer les quatre nombresa,b,c,d situés dans les quatre coins d’un carré

d’ordre N. Il est évident que si ces quatre nombres sont différents, alors les huit équivalents sont
différents.

Si M est symétrique (M est égal a sa transposée), alors il y aura au moins 2 équivalents égaux.
Soit maintenant le carré magique A et ses sept équivalents B,C,D,E,F,Get H définis ainsi :

B=R!(A); C =R'(B); D=RC); E =R.(A), F =RYE); G =R'(F);H =RG).
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Nous présenterons toujours les sept équivalents de A dans cet ordre. Maintenant, si dans A,
nous considérons le nombre u en position (i ; j), alors dans ses équivalents, quelle position

occupera ce méme nombre u? La réponse se trouve dans le tableau suivant :

A (i;1J)

B (n+1-—7j;10)

C (n+1-i;n+1-))
D (j;n+1-i)

E (i;n+l1-1])

F (j;1)

G (n+1-1; j)

H (n+1-j; n+1-i)

Nous appellerons les trois premiers équivalents de A, ses rotations et ses quatre autres, ses
transposées. En effet, le tableau nous montre immédiatement les résultats suivants :

E=B':F=A":G=D':H=C'

N t , , t , ,
ou B'représente la transposée de B, A'représente la transposée de A, ...

Corollaire 4.3 :

Les huit équivalents de tout carré magique presque normal d’ordre N > 3sont tous
différents.

Théoréme 4.4 :

Il n’existe qu’un seul carré magique normal primitif d’ordre 3.

Remarque :

Pendant une rotation planaire ou spatiale, les nombres dans les cases ne
changent pas.
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4.3.2 Seconde structure générale pour I'ordre 3

A I'aide de plusieurs exemples numériques, nous pouvons observer, dans la structure @, que
les neuf nombres se retrouvent en six suites arithmétiques de trois nombres :

A A+r A+2r
# A+t A+t+r  A+t+2r
A+2t A+2t+r A+2t+2r

Les trois suites horizontales sont arithmétiques de raisonr et nous constatons que les trois
suites verticales sont aussi arithmétiques mais de raisont . Nous trouvons :

A=b
S
r=a—-—
3
t=g§—a—b
3

La nouvelle structure des carrés magiques d’ordre 3 est donc :

A+t+2r A A+2t+r

@.n A+2t A+t+r A+2r
A+r A+2t+2r A+t
Seconde structure générale

ou la somme magique est S =3A+3r + 3t. (Voir problémes 21 et 23 de 4.3.8)

Notons que les deux structures générales renferment chacune trois variables. Tous les carrés
magiques d’ordre 3 s’obtiennent en donnant une valeur réelle a chaque variable, que ce soit
dans (1) ou dans(1.1). Cette seconde structure générale est beaucoup plus simple que la

premiére. Il est évident que si A,r, t sont des entiers positifs, alors les neuf nombres du carré
sont des entiers positifs. De plus, sit >2r ou r > 2t, alors les neuf entiers positifs du carré

sont tous différents. Ceci est une condition suffisante pour s’assurer que les neuf nombres du
carré magique soient neuf entiers positifs tous différents.

Nous savons maintenant comment éviter les répétitions!!!

Théoréeme 4.5 :

Pour qu’un carré magique d’ordre 3 soit presque normal, il suffit que A, r et t soient
des entiers positifs avec t > 2r ou r > 2t. Il sera normal des que A=1,r=1et t=3ou
A=1r=3ett=1.
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Preuve : évident si on observe bien les suites arithmétiques de (#).

Par exemple, avec A=13,r =2,t =5, nous trouvons le carré magique suivant formé de neuf
entiers positifs tous différents ; il est de somme 36.

6 13 17
23 12 1
7 11 18

La condition du théoreme 4.5 est suffisante mais non nécessaire; en effet, avec
A=15r=-2,t =-5,nous obtenons le carré magique suivant formé de neuf entiers positifs

tous différents ; il est de somme 24.

6 15 3
5 8 11
13 1 10

Par contre, avec A=15,r =2,t =—1, nous obtenons le carré magique suivant formé de neuf
entiers positifs mais non tous différents; il est de somme 48.

18 15 15
13 16 19
17 17 14

Nous verrons plus loin que le tableau (#) sera appelé «tableau arithmétique» et que le carré
magique (1.1) sera appelé «carré arithmétique».

4.3.3 Quelques propriétés

Voici trois propriétés que posséde tout carré magique d’ordre 3 :

. S
1. Dans tout carré magique d’ordre 3, le centre Y est toujoursg .

2. Lasomme des quatre coins est toujours égale a ?

0 X 0
4
3. X Y X | Lasomme des quatre nombres dans les positions X est toujours?.
0 X 0

Ces propriétés sont trés faciles a montrer en se servant des structures générales (1) ou (1.1).
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4.3.4 Carrés magiques d’ordre 3 formés de neuf entiers différents donnés a I'avance

Soient donnés neuf entiers différents. Avec ceux-ci, pouvons- nous construire un carré magique
d’ordre 3?

Si ce carré magique est possible, alors la somme Sg de ces neuf entiers doit étre un multiple de 3

9

S S
puisque la somme magique S est donnée par S =?; de plus, I'entier central est gdonc S9

S
doit étre un multiple de 9. Enfin, Edoit faire partie des neuf entiers donnés a l'avance. Par

exemple, pouvons-nous construire un carré magique avec les entiers :

a)

b)

c)

d)

e)

1;3;5;6;8;10;12;13;15?Non car la somme de ces neuf entiers, 73, n’est pas
un multiple de 3 (73 ne se divise pas par 3 dans les entiers).
1;3;5:;6;8;10;12;13;17? Non car la somme de ces 9 entiers, 75, est divisible
par 3 mais non par 9.

1:2:5;6:;9:;10:;12 ;13 ;147 Non car la somme, 72, est bien divisible par 9 (donc
divisible par 3) mais 8 ne se trouve pas dans la liste des 9 entiers donnés.
1;3;5;6;8;10;12;13;147Ici, la somme 72 est divisible par 9 et le quotient 8,
est bien dans la liste. Le carré magique semble donc possible. Cependant, il ne I'est pas.
Si le carré est magique, son centre est 8 et sa somme 24. Le 8 et le 14 sont forcément
sur une méme rangée, colonne ou diagonale et la somme 8 + 14 = 22 sera augmenté de
1, ce qui donne 23 ou de 3, ce qui donne 25, ou de 5, ce qui donne 27, ... . Dans tous les
cas, nous n"aurons jamais 24. Le carré ne sera jamais magique.
1;3;5;6;8;10;11;13;15?Enfin, la somme 72 est divisible par 9 et le quotient 8
est bien dans la liste. Cette fois, le carré magique de centre 8 et de somme 24 est
possible. Pourquoi? La réponse nous vient de la seconde structure générale. Les neuf
entiers se placent dans les suites arithmétiques suivantes :

1 3 5
6 8 10
11 13 15

Les trois suites arithmétiques horizontales sont de raisonr = 2 et les trois suites arithmétiques
verticales, de raisont = 5. Voila pourquoi le carré magique est possible :

10 1 13
11 8 5
3 15 6
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Théoréme 4.6 :

Pour que neuf nombres forment un carré magique d’ordre 3, il faut et il suffit
gue ceux-ci puissent se mettre sous la forme :

A A+r A+2r
A+t A+t+r A+t+2r
A+2t A+2t+r A+2t+2r

appelé tableau arithmétique.

Autrement dit, qu’ils puissent se mettre sous la forme de six suites arithmétiques dont trois sont
horizontales de raison I et trois sont verticales de raisont .

Dés que les neuf nombres sont dans un tableau arithmétique, pour construire le carré magique,
il suffit alors de placer les neuf nombres comme dans la structure générale (1.1) .

4.3.5 Comment fabriquer des carrés magiques spéciaux?

Avec les structures générales (1) ou(1.1), nous pouvons fabriquer tous les carrés magiques
d’ordre 3 formés de nombres réels. Partons de (1.1) et formons un carré magique de somme S
qui possede la fusée illustrée ci-dessous :

Cela signifie que la somme des quatre cases donne S. Pour se faire, posons |'égalité suivante :
A+(A+t+r)+(A+r)+(A+t) =3A+3t+3r
d’ou: A=t+r

Donc un carré magique d’ordre 3 posséde cette fusée si et seulement siA=t+r. En
remplagant Apart+rdans(1.1), nous trouvons la structure générale(1.2) des carrés

magiques d’ordre 3 munis de cette fusée. La voici :
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2t+3r t+r  3t+2r
2.2 3t+r 2t+2r t+3r
t+2r 3t+3r 2t+r

Notez qu’en remplagant A part+Tr, nous avons une variable de moins dans (1.2) . Nous dirons
que (1.2) renferme deux variables libres; cela signifie qu’il suffit de donner atet ar une valeur
de notre choix afin d’obtenir un carré magique avec fusée. Les structures (1) et (1.1), quant a
elles, renferment trois variables libres.

Voyons deux exemples :

S=24 S=18
9 11 5 3 10
10 8 6 11 6
5 12 7 2 9
t=3;r= t=4;r=-1

Ces deux carrés magiques renferment respectivement la fusée (4; 8; 5; 7) et la fusée (3; 6; 2; 7).

Trouvons maintenant les carrés magiques d’ordre 3 qui possedent la fleche illustrée ci-dessous :

Un carré magique d’ordre 3 posséde cette fleche si et seulement si nous avons |'égalité :
A+(A+2t+r)+(A+2r)+(A+r) =3A+3t+3r
c’est-a-dire si et seulement si : A=t-r

En remplagant Apart—rdans(1.1), nous obtenons la structure générale (1.3) des carrés
magiques d’ordre 3 qui possedent la fleche illustrée plus haut. La voici :

2t+r t-r 3t
1.3) t—-r 2t t+r
t t+r 2t-r
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Nous avons deux variables libres dans cette structure; en fait, I'égalité précédente implique
qu’une variable va disparaitre dans (1.1) et ici, nous avons choisi d’éliminer A. Nous aurions pu

éliminer la variablet en remplagant dans (1.1), t par A+r puisque A=t—r est équivalent a
t=A+r.

Voyons deux exemples :

S=18
7 2 9 8 1 9
8 6 4 7 6 5
3 10 5 3 11 4
t=3;r=1 t=3;r=2

Ces deux carrés magiques renferment la fleche (2 ;9 ; 4 ; 3) et la fleche (1;9; 5; 3).

Terminons avec la construction d’un carré magique d’ordre 3 qui possede la figure magique
illustrée ci-dessous :

Rappelons que dans un carré d’ordre 3, une figure est un groupe de 3 cases qui occupent des
positions différentes dans le carré. La somme d’une figure est la somme des nombres situés
dans ses cases. Une figure est magique si la somme des nombres de ses cases donne la somme
magique S.

Un carré magique d’ordre 3 possede cette figure magique si et seulement si nous avons
I’égalité suivante :

(A+t+2r)+(A+t+r)+(A+2t+r) =3A+3t+3r
c’est-a-dire si et seulement si : r=-—t

La structure générale (1.4) est donc:

A-t A A+t
(1.4) A+2t A A-2t
A-t A A+t
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Nous constatons que les carrés magiques qui possedent cette figure magique renferment des
nombres qui se répétent. Par exemple :
1

Nous verrons, dans la section 4.3.7, que la fréquence de la structure générale (1.4) est

S=15

4
7
4

o1 o1 Ol
D W O

A=

(G2}

=

f (3A) =18. Cela signifie que tout carré magique qui provient de (1.4) posséde au moins 18
figures magiques. Tous les carrés issus de (1.4) ont en commun les 18figures magiques que
nous trouvons dans (1.4) . Cependant, il est possible que certains carrés magiques issus de (1.4)
en possédent plus quel8. L’exemple ci-dessus donne f (15) =18. Ce carré posséde donc
exactement 18 figures magiques. Vous pouvez les trouver sans difficulté!!

Terminons en montrant que tout carré issu de (1.4) posséde exactement 18 figures magiques si
t est non nul. Nous avons :

A-t A A+t 111 -1 0 1
A+2t A A-2t|=A|11 1|+t 2 0 -2|=AP+1tQ
A-t A A+t 111 -1 0 1
111 -1 0 1
ou: P=/111/;Q=|2 0 -2
111 -1 0 1

sont des carrés magiques.

Notons queQ est de somme0 et que f(0) =18; donc nous devons conclure qu’il en est de
méme pour tout carré magique issu de (1.4) avec t non nul.

4.3.6 Carrés magiques formés de nombres premiers

Rappelons qu’un nombre premier est un entier > 2 qui n’est divisible que par 1 et lui-méme (il
s’agit bien entendu de la divisibilité dans les entiers naturels). Voici les 14 premiers nombres
premiers :

{2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41;43;...}
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Dans une table de nombres premiers, cherchons les suites arithmétiques du théoréme 4.6;
nous aurons alors un carré magique formé de neuf nombres premiers. Soulignons que cette
recherche n’est pas évidente!!

Dans un premier temps, nous trouvons: (7 ; 13 ; 19) ; (31 ; 37 ; 43) ; (55 ; 61 ; 67) soit huit
nombres premiers différents d’ou le carré magique suivant formé de huit nombres premiers :

43 7 61
55 37 19
13 67 31

Il est de somme magique S = 111.

Ici, nous trouvons beaucoup mieux: (11;29;47);(71;89;107); (131; 149 ; 167) d’ou le carré
magique :

107 131 29
11 89 167
149 47 71

C’est un carré magique de somme S = 267 formé de neuf nombres premiers tous différents.

Puis, nous trouvons : (5;17;29); (47;59;71);(89; 101 ; 113) d’ou le carré magique :

71 89 17
5 59 113
101 29 47

de somme S = 177, formé de neuf nombres premiers tous différents.
Nous pourrions sans aucun doute en trouver d’autres.

Si un carré magique ne renferme que des nombres premiers, alors nous dirons que c’est un
carré magique premier. Le premier de somme S = 111 n’est pas un carré magique premier
tandis que les deux autres avec S =267 et S =177, sont des carrés magiques premiers.

Nous avons également construit des programmes dans MAPLE qui nous permettent de trouver
des carrés magiques premiers d’ordres 3, 4 et 5 (voir la Partie 3, annexe 23). En voici trois :
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71 79 83 103

43 67 109
97 107 109 23
139 73 7
() |157 113 7 59
37 79 103
11 37 137 151
S =219

S =336

11 23 139 31 227
137 103 29 73 89
127 113 83 101 7
151 43 17 173 47

5 149 163 53 61
S=431

Le carré (1), d’ordre 3, a pour somme 219, un entier non premier.
Le carré (2), d’ordre 4, a pour somme 336, un entier non premier.
Le carré (3), d’ordre 5, a pour somme 431, un nombre premier.

Ce dernier, d’ordre 5, est un carré magique super-premier car il est formé de 25 nombres
premiers et sa somme magique est aussi un nombre premier!!! Notons que les six carrés
magiques ci-haut sont tous presque normaux.

Une question importante se pose ici : existe-t-il un carré magique premier presque normal pour
tous les ordres N >3?

La réponse est oui pourn=3,n=4etn=5puisque nous avons (1), (2) et (3) ci-haut. Vous

trouverez sur Internet des carrés magiques premiers d’ordres supérieurs a 5 mais pouvons-nous
affirmer I'existence d’un carré magique premier presque normal d’ordre n =282247?

La réponse est toujours oui selon le théoreme de Green-Tao et son corollaire que nous verrons
au chapitre 10.

Oui, il existe un carré magique premier presque normal pour tous les ordres n > 3.

Pour les carrés magiques premiers, retrouvons-nous au chapitre 10.
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4.3.7 Les fréquences des sommes

Le tableau suivant indique la fréquence des sommes obtenues a partir des 84 figures d’un carré
magique normal d’ordre 3 :

Dans un carré magique d’ordre 3, nous pouvons choisir trois cases distinctes (chacune ayant une
position différente des deux autres dans le carré) parmi les neuf, de 84 facons différentes. Les
sommes de trois cases varient de 6 = (1 + 2 + 3) a 24 = (7 + 8 + 9). Le tableau ci-haut nous
indique que nous avons une seule somme 6, une seule somme 7, deux sommes 8, trois sommes
9, et ainsi de suite.

La somme magique S = 15 apparait huit fois (les trois rangées, les trois colonnes et les deux
grandes diagonales). Les sommes 14 et 16 se trouvent également huit fois. Nous dirons que la
fréquence de la somme 15 est 8, ce qui s’écrit f (15) =8et ce qui signifie qu’en faisant toutes les

sommes de trois cases différentes, nous trouverons huit fois la somme 15. La fréquence de la
somme magique indique aussi le nombre de figures magiques que possede le carré magique.

Nous avons donc :
f6)=1; f(7)=1; f(8)=2; f(9)=3; f(10)=4;...; 1(15)=8; f(16)=8; ...

et nous remarquons que la fréquence de la somme magique est la plus élevée.
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Au chapitre suivant, nous verrons qu’avec un carré magique normal d’ordre 4, la somme
magique 34 apparait 86 fois!!! C'est beaucoup plus que (les quatre rangées, les quatre colonnes
et les deux grandes diagonales)!!!

Comment trouvons-nous ces fréquences? A Iaide de ce petit programme fait dans
MATHEMATICA :

<<Combinatorica’

A = KSubsets][{liste des n? expressions ou nombres du carré}, N ]
B = Expand[Simplify[Plus@ @ @A]]
Count [B, S]

lequel nous permet de trouver la fréquence de la somme S.

Par exemple, considérons le carré magique suivant formé de neuf entiers impairs :

13 3 17
15 11 7
5 19 9

Nous plagons les neuf nombres entre les accolades comme suit : {3,5,7,9,11,13,15,17,19}et

remplagons N par 3 et S par 33. MATHEMATICA donne f(33) = 8 ce qui montre que ce carré
magique ne renferme que huit figures magiques. Notons que I'ordre des nombres entre les
accolades est sans importance. Trouvons maintenant la fréquence des autres sommes.

La plus petite somme est 15 et la plus grande somme est 51; la somme magique est S = 33. Nous
allons trouver la fréquence de chaque somme allant de 15 a 51 a I'aide du programme ci-haut
dans lequel nous changeons Count [B, S] pour Table [Count [B, S], {S, 15, 51}]. Nous trouvons :

1;0;1;0;2:0:3;0;4:;0;5;0;7:0;7:;0;8:0:8:;0:8:0;7;0:7:0:5:0;4:0:3;0;2:;0:;1:0:1
Nous pouvons écrire :
f(15)=1; f(16)=0; f(17)=1; f(18)=0; f(19)=2;...; f(33)=8; ...

ce qui signifie qu’une seule figure est de sommel5, qu’aucune figure n’est de sommel6, que
8 figures sont de somme 33, la somme magique. Ce carré magique posséde donc huit figures
magiques. Remarquez que siM est un entier pair situé entre1l5et51, alors f (M) =0; en effet,
I’addition de trois nombres impairs ne peut jamais donner un nombre pair. Donc dans ce carré,
aucune figure n’est de somme paire. Voici le tableau des fréquences :
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On observe que la somme magique a la fréquence la plus élevée.

Voyons un autre exemple avec le carré magique suivant :

S=48
18 3 27
25 16 7

5 29 14

A=3;r=2:t=11

La plus petite somme est 15 = (3 + 5 + 7) et la plus grande est 81 = (25 + 27 + 29). Le premier
tableau qui suit indique les fréquences non nulles seulement. Ainsi, le point (16;0) n’apparait

pas dans le tableau puisque f (16) =0.Comme f (48) =8, le point (48;8) est dans le tableau.

Quant au deuxiéme tableau, ce n’est rien d’autre que le premier tableau dans lequel les points
ont été reliés.
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20 30 40 50 60 70 80

Nous voyons que la fréquence de la somme magique est la plus élevée : f (48) =8.
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Enfin, voyons comment le programme ci-haut permet de trouver le nombre de figures magiques
d’une structure générale. Prenons la structure (1.4) :

A-t A A+t
A+2t A A-2t
A-t A A+t

et servons-nous de :
<<Combinatorica’
A = KSubsets[{A, A, A, A-t, A-t, A+t, A+t, A+2t, A-2t},3]
B = Expand[Simplify[Plus@ @ @A]]
Count [B, 3A]

MATHEMATICA donne f (3A) = 18. Cela signifie que tous les carrés magiques issus de (1.4) ont
en commun les 18 figures magiques que posséde cette structure générale.

Ce programme nous permet de trouver le nombre de figures magiques d’'un carré magique
d’ordre3<n<7.Si n>8, alors le travail sera beaucoup plus long et difficile. Enfin, avec N

trop grand, le travail deviendra « impossible »!!! Avecn = 356884225456 par exemple!!!
Evidemment, en tenant compte de nos ordinateurs actuels!!!

Nous avons aussi construit un programme dans MAPLE qui permet de trouver le nombre de
figures magiques et de les illustrer pourn =3 ; 4 ; 5; 6.Vous le trouverez dans I'annexe 23.

4.3.8 Problemes

1) Voici deux carrés magiques d’ordre 3. Montrez que dans chacun, la somme des deux cases
vertes est égale a la somme des deux cases rouges.
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2) Considérons un carré magique d’ordre 3 qui renferme les nombres suivants :

Démontrez que nous avons :

2K =B+D
2G=B+F
2A=F+H
2C=D+H

3) Un carré magique d’ordre 3 a pour centre le nombre 80. Trouvez la somme des huit autres
cases.

4) Montrez qu’un carré d’ordre 3 n’a pas de figure compléte.

5) Dans le carré magique suivant, montrez que la somme des cases bleues est la méme que la
somme des cases vertes. En déduire que la somme des cases vertes est 45/3.

6) Dans une case d’un carré magique d’ordre 2, nous trouvons le nombre 19. Quel est ce carré
et quelle est sa somme magique?

7) Dans un carré magique d’ordre 3, montrez que la somme des nombres situés dans 2 cases
symétriques par rapport au centre du carré est toujours 2S/3. Pour cela, nous dirons que tous
les carrés magiques d’ordre 3 sont associatifs.

8) Démontrez les trois propriétés de 4.3.3, que possédent tous les carrés magiques d’ordre 3.
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9) Voici un carré magique M d’ordre 3 qui est presque normal :

11 17

a) Pouvons-nous avoiry =19?
b) Trouvez M.

10) Construisez un carré magique presque normal d’ordre 3 formé de neuf entiers impairs
multiples de 7.

11) Est-il possible de construire un carré magique d’ordre 3 formé de neuf nombres premiers
dont la somme magique serait un nombre premier?

12) Construisez la structure générale des carrés magiques d’ordre 5 en suivant a la lettre le
procédé décrit au chapitre 3.

13) Voici un carré magique d’ordre 3 :

Si a, b et c sont des entiers multiples de 7, alors tous les nombres du carré sont des entiers
multiples de 7. Montrez-le.

14) Soit M, un carré magique presque normal d’ordre 3. Les sommes magiques possibles sont :
15:;18:21;24 ;27 ;... 3Kk ; ..., ou kK>5est un entier.
Montrez-le. Pouvons-nous atteindre toutes ces sommes?

15) Montrez que dans un carré magique normal d’ordre 3, aucun entier impair ne peut occuper
un coin.

16) Soit M, un carré magique presque normal d’ordre 3. Si la somme magique de M est impaire,
alors il ne peut pas y avoir un impair dans un coin. Vrai ou faux? Justifiez.
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17) Soit M, un carré magique presque normal d’ordre n > 2 et de somme magique S. Puis
considérons le carré M’ = 2kM + h ou k est un entier > 0 et h est un entier impair > 0.

a) Montrez que M’est magique presque normal.

b) Montrez que M’renferme que des entiers impairs.

¢) Quelle est la somme magique de M’?

d) Quand la somme magique de M’est-elle impaire? Est-elle paire?

e) Que devons-nous faire pour que M’ renferme que des entiers pairs?

18) A partir de la structure générale (1.1) des carrés magiques d’ordre 3, montrez qu’un carré
magique d’ordre 3 renferme que des entiers si et seulement si A, r et t sont des entiers.

19) Soit M un carré magique presque normal d’ordre N et r, un entier positif formé de k

chiffres. Le carré magique obtenu de M en ajoutant le nombre r dans toutes ses cases se
note M +r.

a) Qu’observez-vous dans la carré magique A=10M + r?

b) Quelle est la somme magique de A?
20) A partir d’un carré magique normal d’ordre 6, construisez un carré magique presque normal
d’ordre 6 tel que ses trente six entiers se terminent tous par 11111. Quelle sera la somme

magique de votre carré?

21) Démontrez que les structures générales (1) et (1.1) des carrés magiques d’ordre 3 sont
équivalentes c’est-a-dire qu’elles génerent les mémes carrés magiques.

22) Montrez qu’il n’existe que 8 carrés magiques normaux d’ordre 3 donc 1 seul primitif.

23) Ala page 18, comment avons-nous trouvé A=b,r=a—S/3ett=25/3-a-b?
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5. Les carrés magiques d’ordre 4

5.1 Introduction

En vertu des théorémes 2.1 et 3.4, E, est un espace vectoriel sur le corps R des nombres réels,
de dimension 8 dont revoici la structure générale déja établie plus haut :

a b c S—a-b-c

@ d e f S—d-e—f
S—-2a-b-c-d+f+g g S-e-f-g 2a+b+c+d+e—g-S

a+b+c-f-g S-b-e-g -c+e+g -a+f+g

Structure générale des carrés magiques d 'ordre4

Tous les carrés magiques d’ordre 4 proviennent de(2). Si nous voulons construire un carré
magique normal & partir de (2), alors nous rencontrerons la difficulté suivante : quelles sont les
valeurs entiéres que nous devons attribuer aux sept variables sachant que S = 34? Il arrive
fréquemment que nous trouvions des répétitions et des nombres négatifs dans notre carré.
Comment les éviter? Nous avons un programme dans MAPLE (voir la Partie 3, annexe 23) qui
nous permet de trouver tous les carrés magiques normaux d’ordre 4. Il y en a 7040. Mais en
trouver un a partir de cette structure générale (2) n’est pas chose facile. Notez que (2) contient

huit variables libres puisque la dimension de E, est 8. Cela signifie que nous pourrions trouver
dans E,, huit carrés magiques linéairement indépendants: A, A, , A, A AL AL A, Atels

que tout carré magique M d’ordre 4 s’écrive :
M=aA +bA +cA +dA +eA+fA +9gA +SA

Si nous imposons une figure magique a la structure générale (2), alors nous obtiendrons un
sous-espace vectoriel (ou simplement sous-espace) dont la dimension sera inférieure a 8. Ainsi,
il sera peut-étre plus facile de construire un carré normal ? Cependant, plus nous aurons des
figures imposées, plus la dimension du sous-espace diminuera et plus il sera facile de trouver les
carrés normaux. C'est ce que nous verrons trés prochainement dans ce chapitre.

A chaque fois que nous aurons un sous-espace et sa structure générale, nous allons toujours
essayer de savoir si ce sous-espace renferme des carrés normaux et si oui, combien en a-t-il. Le
sous-espace est normal s'il renferme au moins un carré magique normal et s’il en renferme Kk,
nous dirons que le sous-espace est normal d’ordre k. S’il n’est pas normal, le sous-espace sera
dit presque normal s’il renferme au moins un carré magique presque normal.



Nous allons créer des sous-espaces de carrés magiques d’ordre 4 qui seront remarquables quant
au nombre de figures magiques qu’ils possederont. Chaque sous-espace de carrés magiques
sera représenté par une structure générale, c’est-a-dire, par un carré magique général lequel
renfermera, dans chacune de ses cases, une expression linéaire formée par un certain nombre
de variables. En remplagant chacune de ces variables par un nombre réel, nous obtiendrons un
carré magique particulier de ce sous-espace et tous les carrés magiques de ce sous-espace
proviendront de la structure générale qui lui est associée.

Pour chaque structure générale E, nous trouverons sa fréquence, notée f(E), laquelle
indiquera le nombre de figures magiques que posséde E . Donc, si f(E)=m, alors tous les
carrés magiques issus de E renfermeront cesm figures magiques et possiblement d’autres.

Ce qui veut dire que si A est un carré magique de somme S issu de E, alors nous aurons :
f(S)=m

Cela signifie que tous les carrés magiques issus de E ont en commun ces M figures magiques
mais peuvent en avoir d’autres. Nous montrerons qu’il est toujours possible de trouver un carré
magique issu de E qui posséde exactement ces M figures magiques et seulement celles-ci. Donc,
tous les carrés magiques issus de E ne peuvent pas avoir en commun plus quem figures
magiques. Nous illustrerons ces M figures magiques, dans la mesure du possible, pour chaque
sous-espace de carrés magiques d’ordre 4. Nous dirons que ces figures magiques caractérisent
le sous-espace.

Les sous-espaces de carrés magiques que nous allons construire sont arbitraires. Sauf le sous-
espace des carrés magiques d’ordre 4, tous les autres seront construits a partir de celui-ci en
imposant des figures magiques que nous allons choisir de fagon arbitraire. Cependant, plusieurs
de ces figures proviennent du célébre carré d’Albert Diirer. Nous avons trouvé les 86 figures
magiques de ce dernier, et oui, il y en a exactement 86. Nous les verrons plus loin.

Vous allez voir comment nous avons construit les différents sous-espaces présentés dans ce
chapitre et comment vous pourriez en construire d’autres. Nous allons souvent faire référence
au carré d’ordre 4 suivant afin de nommer les figures magiques ou d’écrire les équations qui
vont servir a définir un sous-espace.

T <« m >
O X T w
< OO0
- =Z T O

La premiére rangée est une figure qui sera notée ABCD, la deuxieme colonne BFKQ, le cerf-
volant haut gauche EBGQ, le cerf-volant bas droite KRNC, la fusée haut gauche FKPR, la fusée
bas droite MGBD, I'escalier JFCD, le cerf-volant gauche haut BEKH, ...

Nous parlerons du carré (*) de 5.1 lorsque nous ferons référence au carré ci-haut.



5.2 Calcul du nombre de figures magiques avec MATHEMATICA

Il existe 1820 facons différentes de choisir quatre cases distinctes parmi seize; il y a donc 1820
figures dans tout carré d’ordre 4 d’ou 1820 sommes de quatre nombres choisis parmi les seize
nombres du carré. Combien de ces sommes égalent la somme magique S?

Dans MATHEMATICA, il faut d’abord ouvrir Combinatorica puis donner la liste des 16 nombres
du carré magique tout en indiquant qu’il s’agit d’'un carré d’ordre 4. Devant cette liste, on
placera la commande KSubsets laquelle trouvera la liste des 1820 quadruplets de nombres (ceux
situés dans les cases correspondantes).

Puis, il faudra placer devant cette liste, la commande Plus@@@ qui effectuera la somme des
guatre nombres de chaque quadruplet. Il en résultera une liste de 1820 nombres (les 1820
sommes possibles de quatre cases). Enfin, on placera la commande Count qui comptera le
nombre de fois que le nombre que vous indiquerez, apparait dans la liste.

Voici le chemin a suivre a travers un exemple :
<<Combinatorica’

A = KSubsets[{18,6,11,21,10,13,14,19,12,5,24,15,16,32,7,1},4]
B =Plus@@@A

Count[B,56] puis exécutez.

Vous recevrez 52 comme réponse.

Si a la place de 56 (la somme magique) vous aviez mis 54, la réponse aurait été 53. Donc parmi
les 1820 sommes, 52 sommes sont égales a 56 et 53 sommes sont égales a 54. En tout, ce carré
magique posséde 52 figures magiques!!! Nous écrirons f (56) = 52.

Qu’en est-il des autres sommes?

A partir de la liste des 16 nombres du carré magique, trouvez la plus petite somme (1 +5 + 6 + 7
=19) et la plus grande somme (32 + 24 + 21 + 19 = 96). Remplacez alors Count[B, 56] par :

Table[Count[B, k],{k, 19, 96}]

puis, exécutez. MATHEMATICA va faire varier k de 19 a 96 et pour chaque valeur de k, il va nous
donner sa fréquence.

Nous obtenons une liste de 78 nombres. Le premier indique le nombre de sommes 19, le
deuxieme indique le nombre de sommes 20, le troisieme indique le nombre de sommes 21 et
ainsi de suite. Nous pouvons placer ces données dans un tableau comme nous le verrons plus
loin.



Prenons la structure générale (2) des carrés magiques d’ordre 4 et de somme magique S puis
trouvons la fréquence de (2) soit le nombre de figures magiques que contient (2) .

<<Combinatorica

A = KSubsets|[{liste des 16 expressions du carré (2) },4]
B = Expand[Simplify[Plus@ @ @A]]

Count[B, S]

La réponse est 14 d’ou f (S) =14 . Donc tous les carrés magiques d’ordre 4 ont en commun 14

figures magiques. Nous pouvons affirmer qu’ils ont tous au moins 14 figures magiques. Nous les
illustrerons un peu plus bas.

Nous verrons plus loin qu’avec la structure générale des «super-Direr», f (S)=52. Tous les

carrés du sous-espace des super-Direr ont donc en commun 52 figures magiques. La somme
magique S s’y trouve au moins 52 fois. Les super-Direr sont donc des carrés magiques d’ordre 4
qui possedent un nombre impressionnant de figures magiques!! Mais il y a encore mieux!!!

Nous avons donc ce qu'il faut pour trouver f (S), quel que soit le carré magique d’ordre 4. Dans

le cas des carrés magiques d’ordre N > 3, le processus sera le méme tout en précisant 'ordre du
carré. Un probléme : la mémoire de I'ordinateur!! Pour3 < n <7, le programme fonctionne

trés bien et donne directement le résultat attendu. Ce n’est pas le cas avec N=8,9,10. Nousy
arrivons quand méme mais en plusieurs étapes.

Nous appelons ce programme: « Le compte ». Dans MAPLE, le programme s’appelle
«Illustration-figures» car en plus de donner le nombre de figures magiques, il les illustre.

5.3 L’espace vectoriel E, des carrés magiques d’ordre 4

Les carrés magiques d’ordre 4 ont tous en commun quatorze figures magiques. Il y a les quatre
rangées, les quatre colonnes, les deux grandes diagonales et les quatre du théoreme suivant :

Théoréme 5.1 :

Dans tout carré magique d’ordre 4, nous avons les quatre figures magiques suivantes :

A+D+P+T =S
F+G+K+M =S
B+C+Q+R =S
E+J+H+N =39S




Preuve :

4S=(D+H+N+T)+(P+J+E+A)+(A+F+M+T)+(D+G+K+P)=(2A+2D+2P+2T)+

(E+F+G+H)+(J+K+M+N) =(2A+2D+2P+2T)+2S
dou A+ D+P+T = S. Les quatre coins forment une figure magique. Puis nous avons :

2S =(A+F+M+T)+(D+G+K+P)=(A+D+P+T)+(F+G+K+M) =
S+(F+G+K+M)

douF+G+K+M = S. Les quatre cases centrales forment aussi une figure magique.

Les deux autres égalités se montrent de la méme fagon.

Nous venons de trouver quatre nouvelles figures magiques que possedent tous les carrés
magiques d’ordre 4. En voici l'illustration :

LI

Nous avons donc le :

Théoréme 5.2 :

Tous les carrés magiques non triviaux d’ordre 4 ont en commun les mémes quatorze
figures magiques.

Les deux carrés magiques suivants possedent exactement quatorze figures magiques pour le
premier a gauche et exactement cinquante quatre figures magiques pour le deuxieme a droite
dont les quatorze de celui de gauche. Chacun renferme seize entiers différents.



125 109 199 93 14 13 17 16

133 189 194 10 10 18 12 20

171 142 1 212 7 3 27 23

97 86 132 211 29 26 4 1
14sommes S =526 54sommes S =60

Que les quatre coins d’un carré magique soit une figure magique n’est pas I'affaire d’'un carré
particulier; c’est I'affaire de tous les carrés magiques d’ordre 4!1!

Le sous-espace des carrés magiques d’ordre 4 est normal d’ordre 7040. Vous trouverez ces 7040
carrés magiques normaux d’ordre 4 dans la Partie 3, annexe 23, programme 01.

Terminons avec les caractéristiques de I'espace vectoriel des carrés magiques d’ordre 4 :

1. Les figures magiques imposées: les 4 rangées, les 4 colonnes et les 2 grandes

diagonales.

Cet espace est représenté par la structure générale (2).

Il est normal d’ordre 7040.

La fréquence de cet espace est la fréquence de sa structure générale (2) soit f (S) =14.

Les 14 figures magiques qui caractérisent tous les carrés magiques d’ordre 4 sont les 4

rangées, les 4 colonnes, les 2 grandes diagonales et les quatre figures du théoreme 5.1.

6. L’espace vectoriel des carrés magiques d’ordre 4 est de dimension 8 puisque nous avons
8 variables libres dans (2) .

RO

Dire que la fréquence de I'espace est 14 signifie que tous les carrés magiques de cet espace
possédent au moins 14 figures magiques (les 14 figures magiques que tous ont en commun).
L’espace est alors caractérisé par ces 14 figures. Voici, en terminant, un carré magique normal :

4 5 16 9
15 10 3 6
1 8 13 12
14 11 2 7

Il est de somme S =34 et f (34) =86 donc ce carré posséde 86 figures magiques.

Théoréme 5.3 :

Tous les carrés magiques normaux d’ordre 4 possedent exactement 86 figures magiques.




Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons le programme «Le compte». Les 16 nombres sont
consécutifs dela 16, S =34 et nous trouvons f(34) =86.

Nous allons maintenant construire notre premier sous-espace de carrés magiques d’ordre 4, les
Diirer.

5.4 Le sous-espace des Diirer

Ce sous-espace renferme tous les carrés magiques d’ordre 4 qui possedent la nouvelle
figure magique ABEF. Voyons l'illustration de cette nouvelle figure magique :

Nous appellerons ce sous-espace, le sous-espace des Diirer. Ses carrés magiques s’appelleront
carrés magiques Diirer ou simplement Diirer.

Théoréme 5.4 :

Dans tout carré magique Direr, chaque carré d’ordre 2 situé dans chaque coin
est une figure magique.

En se référant au carré (*) de la section 5.1, dans tout Diirer, on a :
A+B+E+F=S5,C+D+G+H=S;J+K+P+Q=S,M+N+R+T=S
La preuve du théoreme 5.4 est trés simple :

Nous savonsque (A+B+C+D)+(E+F+G+H)=2S=(A+B+E+F)+(C+D+G+H) et puisque
le carré est Direr, (A+B+E + F)=S. On en conclut que (C+ D + G + H) =S. La suite de la preuve
est treés semblable.



Donc un carré magique d’ordre 4 est Direr si et
seulement si les carrés d’ordre 2, rouge, vert,

jaune et bleu sont des figures magiques.

Voici deux carrés magiques d’ordre 4 :

56 61 63 20 56 61 63 20
35 47 77 41 35 48 77 40
72 66 10 52 72 66 9 53
37 26 50 87 37 25 51 87
Ordinaire Durer

Ces deux carrés sont semblables; cependant, celui de gauche est ordinaire tandis que celui de
droite est Durer. Dans les deux cas, S = 200. Remarquez que dans celui de gauche, 56 + 61 + 35 +
47 =199 tandis que dans celui de droite, un Diirer, 56 + 61 + 35 + 48 = 200, la somme magique.
IIs renferment tous les deux, 16 nombres entiers différents.

Pour s’assurer que le carré de droite est Direr, il suffit de constater que 56 + 61 + 35 + 48 = 200.

En se référant a la structure générale (2) de la section 5.1, on voit bien qu’un carré magique
d’ordre 4 est Diirer si et seulement si :

a+b+d+e=S

Donc, en remplagant € par S —a—b—d dans la structure générale (2) des carrés magiques
d’ordre 4, nous trouvons la structure générale des Direr.

a b C S—a-b-c
d S—a-b-d f a+b-f
(2.2)
S-2a-b-c-d+f+g g a+b+d-f-g a+c—g
a+b+c-f-g a+d-g S-a-b-c-d+g -a+f+g

Structure générale des Durer



Théoréme 5.5 :

Dans tout carré magique Direr, nous avons les figures magiques suivantes :

A+C+J+M=S
B+D+K+N=S
E+G+P+ R=S
F+H+Q+T =S
B+E+N+ R=S
C+H+J+Q=S

Les quatre premieres égalités montrent que la somme des quatre coins de tout carré d’ordre 3
a l'intérieur du carré d’ordre 4 est égale a S. Les deux derniéres montrent que la somme des
quatre cases de deux diagonales brisées (les petites) donne S. La démonstration est trés simple
si nous utilisons la structure générale (2.1) . Voir aussi les problémes 44, 45 et 46 de 5.18.

Voici illustrées ces dix nouvelles figures magiques qui découlent des théorémes 5.4 et 5.5.




Nous pouvons donc affirmer que les Direr ont vingt quatre figures magiques en commun. De
plus, la fréquence de la structure générale (2.1) est f (S) = 24 et nous connaissons un Durer qui
possede exactement 24 figures magiques. Pour cela, nous pouvons dire que le sous-espace des
Diirer est caractérisé par ces 24 figures magiques.

Nous pouvons illustrer les 24 figures magiques du Direr M plus bas. Ce sont précisément les 24
figures magiques de (2.1), celles que nous venons de montrer ci-haut. Pour cela, nous avons
construit un programme dans MAPLE appelé «lllustration-figures» que vous trouverez dans la
Partie 3, annexe 23, programme 03.

L'idée est toute simple : la fréquence de la structure générale est f(S) = Kk et nous connaissons

un carré M de fréquence K issu de cette structure générale. A I'aide du programme «lllustration-
figures», nous trouvons leskK figures magiques de M; ce sont obligatoirement leskK figures
magiques de la structure générale et donc, tous les carrés magiques issus de cette structure
générale ont en commun cesk figures magiques, celles qui caractérisent le sous-espace
correspondant.

Nous verrons plus loin qu’il existe toujours un carré magique M de fréquence Kissu d’une
structure générale de fréquencek .

La fréquence de(2.1) est f(S) =24 et nous connaissons le Direr suivant qui a 24 pour
fréquence.
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1143 1314 1224 959

2096 87 1162 1295
M= 21 1139 2252 1228

1380 2100 2 1158

S = 4640 ; f (S) = 24

Les vingt quatre figures magiques de M sont précisément les vingt quatre déja illustrées; ce sont
les vingt quatre figures magiques de (2.1) , celles qui caractérisent le sous-espace des Direr.

Voyons les deux Direr suivants

1143 1314 1224 959 178 249 259 94

2096 87 1162 1295 131 222 197 230

21 1139 2252 1228 156 174 187 263

1380 2100 2 1158 315 135 137 193
24 sommes S = 4640 26sommes S =780

Le carré de gauche est un Direr qui possede exactement vingt quatre figures magiques tandis
qgue celui de droite est un Direr qui possede exactement vingt six figures magiques, dont les
vingt quatre de celui de gauche. Ils sont tous les deux formés de seize entiers positifs différents.

Théoréme 5.6 :

Tous les carrés magiques Direr non triviaux ont en commun les mémes vingt
quatre figures magiques.

Ce sont les quatorze de tout carré magique d’ordre 4 plus les dix nouvelles illustrées plus haut.
Elles sont les vingt quatre figures magiques caractéristiques des Direr.

Le sous-espace des Diirer est normal puisque le carré magique Direr suivant est normal :

4 5 16 9
15 10 3 6
1 8 13 12
14 11 2 7
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Il est de somme34et nous avons4+5+15+10=234ce qui confirme que c’est un Direr. Il
posseéde 86 figures magiques en vertu du théoréme 5.3.

Terminons avec les caractéristiques de ce sous-espace :

1. La figure magique imposée a la structure générale (2) pour obtenir la structure générale
(2.1) des Diirer est ABEF.

2. Le sous-espace des Diirer est représenté par la structure générale (2.1).

3. Le sous-espace des Direr est normal d’ordre 3456 (trouvé avec un de nos programmes
dans MAPLE).

4. La fréquence du sous-espace des Direr est la fréquence de la structure générale (2.1)
soit f(S)=24.

5. Les 24 figures magiques qui caractérisent tous les Direr sont les 14 que tous les 4x4
possedent plus les 10 nouvelles présentées plus haut.

6. Pour savoir si un carré magique d’ordre 4 et de somme S est Diirer, il suffit de montrer
gue la figure ABEF est magique donc que la somme des quatre nombres du petit carré
2x 2situé dans le coin haut gauche est égale aS .

7. Le sous-espace des Diirer est de dimension 7 puisque (2.1) renferme 7 variables libres.

Si nous choisissons au hasard un carré normal d’ordre 4 parmi les 7040, alors nous avons
presqu’une chance sur deux d’avoir un Drer.

Remarques importantes :

Il est sous-entendu que tous les sous-espaces sont des sous-espaces vectoriels sur le corps des
nombres réels. Nous allons utiliser le terme sous-espace dans ce sens.

Nous pouvons vérifier toutes les nouvelles figures magiques a partir de la structure générale
correspondante. Par exemple, nous voulons nous assurer, dans un Diirer, que ACIM est bien une
figure magique. Nous irons dans la structure générale (2.1) des Diirer et montrerons que :

a+c+S-2a-b-c-d+f+g+a+b+d-f-g=S

ACJM est donc une figure magique dans la structure générale (2.1) des Direr et alors, tous les
Direr possedent cette figure magique.

Comme autre exemple, les quatre coins de tout carré magique d’ordre 4 forment une figure
magique. Nous irons dans la structure générale (2) des carrés magiques d’ordre 4 et montrerons
que :

a+S—-a-b-c+a+b+c-f-g-a+f+g=S

ADTP est donc une figure magique dans la structure générale (2) et alors, tous les carrés
magiques d’ordre 4 possedent cette figure magique. La somme des quatre coins donne toujours
S, la somme magique.

Nous allons maintenant construire un nouveau sous-espace de carrés magiques d’ordre 4, les
super-Diirer. Ce sous-espace est absolument superbe!
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5.5 Le sous-espace des super-Diirer

Ce nouveau sous-espace renferme tous les Direr qui posseédent en plus les nouvelles figures
magiques BCFG et EFJK. Voyons l'illustration de ces deux nouvelles figures magiques :

Nous appellerons ce sous-espace, le sous-espace des carrés magiques super-Diirer ou
simplement, le sous-espace des super-Diirer.

Théoréme 5.7 :

Dans tout super-Direr, les neuf sous-carrés d’ordre 2 sont des figures magiques.

La preuve est laissée au lecteur.

Voyons maintenant deux super-Direr formés de seize entiers positifs différents : le premier
posséde 52 figures magiques de somme S = 120, le deuxieme possede 56 figures magiques de
somme S=102.

21 18 22 59 20 17 21 44
27 54 26 13 16 49 15 22
38 1 39 42 30 7 31 34
34 47 33 6 36 29 35 2

52sommes S =120 56 sommes S =102

Trouvons maintenant la structure générale des super-Direr. En se référant a la structure
générale (2.1) des Diirer, nous voyons bien qu’un Direr est un super-Direr si et seulement si :

b+c+S—-a-b-d+f=S
d+S—-a-b-d+g+S-2a-b-c-d+f+g=S
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f=a+d-c

c’est-a-dire, si et seulement si : S
g=a+b+c -5

En plagant les expressions de f et g dans la structure générale (2.1) des Direr, nous obtenons la
structure générale (2.2) des super-Direr :

a b Cc S-a-b-c
d S-a-b-d a-c+d b+c-d
S S S S
(2.2) E_C a+b+c—§ E—a E_b
E—a+c—d %—b—c+d §—d a+b+d—%

Structure générale dessuper — Direr

La fréquence de la structure générale (2.2) est f(S) =52 . Nous avons donc au moins 52

figures magiques dans tout super-Direr et puisque, plus haut, nous avons trouvé un
super-Diirer qui posséde exactement 52 figures magiques alors nous dirons que le sous-
espace des super-Diirer est caractérisé par ces 52 figures magiques :

Théoréme 5.8 :

Tous les super-Durer non triviaux ont en commun les mémes 52 figures
magiques.

Comment pouvons-nous trouver ces 52 figures magiques? D’abord, nous connaissons les 24
figures magiques que possédent tous les Diirer. Il nous reste a trouver les 28 autres. Pour nous
faciliter la tache, nous chercherons les 52 figures magiques du super- Direr présenté plus haut,
lequel possede exactement 52 figures magiques de somme 120. Ces 52 figures magiques sont
forcément les 52 figures magiques de la structure générale des super-Direr. Pour se faire, nous
utiliserons notre programme «lllustration-figures» construit avec MAPLE.

Voici les 28 autres figures magiques des super-Diirer :

14



2T ge==ct § §
.

— | ==

Nous connaissons maintenant les 52 figures magiques qui caractérisent le sous-espace des super
-Direr. Nous pourrions vérifier a partir de la structure générale (2.2) des super- Dlrer que ces
figures sont bien des figures magiques de (2.2).

Donc dans tout super-Diirer, nous avons pour figures magiques :

4 rangées; 4 colonnes; 2 grandes diagonales;

Les 4 coins du 4x4; les 4 coins des 4 carrés 3x3; les 4 coins des 9 carrés 2x2;
6 rectangles; les 6 diagonales brisées;

8 trapézes isoceles; 8 parallélogrammes.

D’ou le résultat suivant : tous les super-Diirer sont pandiagonaux c’est-a-dire que toutes leurs
diagonales brisées sont des figures magiques.

15



De plus, sur des exemples, nous avons observé que les carrés magiques pandiagonaux d’ordre 4
étaient des super-Direr. Pour s’en convaincre, nous avons pris la structure générale (2) des
carrés magiques d’ordre 4 et nous avons trouvé a partir de celle-ci, la structure générale des
pandiagonaux. Quelle surprise!! La structure générale des pandiagonaux d’ordre 4 est la méme
que celle des super- Diirer. Nous avons donc le théoreme suivant :

Théoréme 5.9 :

Un carré magique d’ordre 4 est pandiagonal si et seulement s’il est super-Direr.

Nous avons aussi fait une autre observation trés intéressante. Sur toute diagonale (grande ou
brisée), la somme de deux cases espacées d’une case est toujours égale a E; appelons P,cette

propriété. Nous pouvons observer celle-ci a partir de la structure générale (2.2) des super -
Direr.

Tout super-Direr est pandiagonal et posséde la propriété P.. En plus, les neuf sous-carrés

d’ordre 2 situés dans le super-Diirer sont des figures magiques. Nous dirons pour cela que notre
super- Direr, d’ordre pair, est un carré hyper-magique (Voir chapitre 7).

Le sous-espace des super-Diirer est donc le méme que celui des hyper-magiques d’ordre 4.

Vous trouverez, dans la Partie 3, annexe 23, le programme 02 dans MAPLE qui nous permet de
trouver tous les super-Diirer normaux. Il nous a permis de trouver qu’il y en a 384 soit 48
primitifs.

Le sous-espace des super-Diirer est donc normal d’ordre 384. Voici deux super-Diirer normaux :

1 14 4 15 4 5 16 9
8 11 5 10 15 10 3 6
13 2 16 3 1 8 13 12
12 7 9 6 14 11 2 7

Terminons avec les caractéristiques du sous-espace des super-Diirer :
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Les figures magiques imposées a la structure générale (2.1) des Direr pour obtenir la
structure générale (2.2) des super-Direr sont BCFG et EFJK.

Le sous-espace des super-Direr est représenté par la structure générale (2.2).

Le sous-espace des super-Direr est normal d’ordre 384.

La fréquence du sous-espace des super-Diirer est la fréquence de la structure générale
(2.2) soit f(S) =52.

Les 52 figures magiques qui caractérisent tous les super-Direr sont les 24 de tous les
Direr plus les 28 nouvelles présentées plus haut.

Pour savoir si un carré magique d’ordre 4 est un super- Direr, il suffit de montrer que
les trois figures ABEF, BCFG et EFJK sont magiques.

Le sous-espace des super-Direr est le méme que celui des hyper-magiques d’ordre 4.
Donc un super-Direr est un hyper-magique d’ordre 4.

Ce sous-espace est de dimension 5 puisque nous retrouvons 5 variables libres dans
(2.2).

10. Si, dans(2.2), les variables libres a, b, c et d prennent des valeurs entiéres, alors le carré

magique sera formé que d’entiers si et seulement si S est un entier pair.

Ce sous-espace est tout simplement extraordinaire!!!

Passons maintenant au sous-espace des super-Diirer-alpha.

5.6 Le sous-espace des super-Diirer-alpha

Ce sous-espace renferme tous les super-Diirer qui possedent les nouvelles figures magiques
EBGQ (cerf-volant vertical haut-gauche) et FINQ (cerf-volant horizontal gauche-bas). Voici
I'illustration de ces deux nouvelles figures magiques :

Nous appellerons ce sous-espace, le sous-espace des carrés magiques super-Diirer-alpha ou
simplement le sous-espace des super-Diirer-alpha.

A partir de la structure générale (2.2) des super-Diirer, nous voyons que les conditions
nécessaires et suffisantes pour avoir un cerf-volant vertical haut-gauche et un cerf-volant
horizontal gauche-bas sont :

2a+6b+4c=3S et 2a—-4c+6d =S
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_4S—-4a-6b
6

C:33—2<’;1—6b ot d

d’ou

En placant les expressions decC et d dans la structure générale (2.2) des super-Diirer, nous
obtenons la structure générale (2.3) des super -Diirer-alpha :

3S-2a-6b S-2a+2b

a b
4 4
25 -2a-3b S—-a 10a+6b—-S S+2a+6b
3 3 12 12
(2.3) 2a+6b-S S+2a-2b S-2a S-2b
4 4 2 2
75-10a-6b 55-2a-6b 2a , S  S+2a
12 12 3 6 6

Structure générale des super —Direr —alpha
La fréquence de la structure générale (2.3) des super- Durer-alpha est f (S) =68.
Voyons maintenant, deux super- Direr-alpha formés de seize entiers positifs différents. Le

premier posséde exactement 68 figures magiques de somme S = 136 et le deuxiéme possede
exactement 86 figures magiques de somme S = 34 puisque ce dernier est normal.

22 16 67 31 4 5 16 9
60 38 15 23 15 10 3 6

1 37 46 52 1 8 13 12
53 45 8 30 14 11 2 7

68sommes S =136 86sommesS =34

Nous pouvons affirmer que le sous-espace des super-Diirer-alpha est caractérisé par 68 figures
magiques et énoncer le théoréeme suivant :

Théoréme 5.10 :

Tous les super-Direr-alpha non triviaux ont en commun les mémes 68 figures
magiques.

En trouvant les 68 figures magiques de somme S = 136 du carré ci-haut, nous aurons les 68
figures magiques de la structure générale (2.3). Evidemment, nous avons déja les 52 figures
magiques de tout super- Direr plus les seize nouvelles figures magiques illustrées ci-dessous :
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Nous pouvons vérifier que ces figures sont magiques a partir de la structure générale (2.3), mais
sans utiliser celle-ci, nous pouvons démontrer, d’'une trés belle fagon, que dans les deux
premiers carrés a gauche, le cerf-volant vertical haut-gauche, qui est une figure magique,
implique que les trois autres figures sont aussi magiques. De méme pour les deux derniers
carrés a droite. Nous pouvons aussi montrer que dans les deux premiers carrés, une figure
magique quelconque, parmi les quatre figures illustrées, implique que les trois autres sont aussi
magiques; de méme pour les deux derniers carrés. (Voir le probléme 58 de 5.18).

Nous venons d’illustrer quatre cerfs-volants (en vert) et quatre fusées. Voyons les 8 derniéeres :

zEEEfRi

Ce sont les 68 figures magiques qui caractérisent le sous-espace des super-Diirer-alpha.

Nous voulons maintenant trouver tous les carrés magiques normaux super-Direr-alpha. Avec
MATHEMATICA, nous pouvons construire, a partir de la structure générale (2.3), une table
formée de 256 carrés magiques en attribuant aa et a b les valeurs de 1 a 16 et a S, la valeur 34.
Parmi ces 256 carrés magiques, seulement huit sont retenus car les 248 autres renferment des
entiers négatifs ou nuls ou des entiers qui se répetent et méme des nombres autres que ceux de
1 a 16. Voici les huit super-Diirer-alpha normaux :



1 8 13 12 1 14 4 15 4 5 16 9 4 15 1 14
14 11 2 7 8 11 5 10| |15 10 3 6 5 10 8 11
4 5 16 9 13 2 16 3 1 8 13 12| |16 3 13 2
15 10 3 6 12 7 9 6 14 11 2 7 9 6 12 7
1 2 3 4

13 2 16 3 13 12 1 8 16 3 13 2 16 9 4 5
12 7 9 6 2 7 14 11 9 6 12 7 3 6 15 10
1 14 4 15| |16 9 4 5 4 15 1 14| |13 12 1 8
8 11 5 10 3 6 15 10 5 10 8 11 2 7 14 1
5 6 7 8

Les carrés 1, 3, 5 et 7 sont primitifs. Les carrés 2, 4, 6 et 8 sont les équivalents respectivement
des carrés 1, 3, 5 et 7.Parmi les 7040 carrés magiques normaux, seulement huit sont des super-
Direr-alpha qui se divisent en deux groupes de quatre primitifs.

Le sous-espace des super-Diirer-alpha est donc normal d’ordre 8. Ce sous-espace est
extraordinaire et nous réserve quelques surprises!!!

Dans la structure générale (2.3) des super-Diirer-alpha, nous pouvons observer, avec quelques
exemples numériques pour nous guider, que les seize nombres sont réunis en quatre groupes
de quatre nombres, ces quatre nombres formant une suite arithmétique. Voici ces groupes :

A A+r, A+2r,A+3r
b,b+r,b+2r,b+3r

B,B+r,B+2r,B+3r
C,C+r,C+2r,C+3r

2a+6b-S
A=—m——
4
—2a+2b+S
B=——«———
4
avec: S_2a
C=
2
. _2a-6b+S
12
Ces quatre suites arithmétiques ont la méme raisonr . De plus, A, b, B et C forment aussi une
S—-2a-2b
suite arithmétique de raisont = T etnousavons: b=A+t,B=A+2t,C=A+3t.

La structure générale (2.3) des super-Diirer-alpha devient :
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A+3r A+t
A+2r+3t A+r+2t
(2.4) A A+3r+t

A+r+3t A+2r+2t

A+3r+3t A+2t
A+2r A+r +t
A+3t A+3r+2t
A+r A+2r +t

Autre structure générale des super —Durer —alpha

La somme magique S s’écrit alors4A+6r + 6t .

Théoréme 5.11 :

Un super- Diirer-alpha est trivial si et seulement si r=t=0.

La structure générale (2.4) est trés intéressante pour fabriquer des super-Direr-alpha formés

de seize entiers positifs différents.

En effet, les seize nombres du super-Direr-alpha sont :

A A+r

A+t A+t+r
(**)

A+2t A+2t+r

A+3t A+3t+r

A+2r A+3r
A+t+2r A+t+3r
A+2t+2r A+2t+3r
A+3t+2r A+3t+3r

Nous voyons clairement qu’il est suffisant que A, ret t soient des entiers >0 et que

t >3rour >3t si nous voulons un super-Direr-alpha formé de seize entiers positifs

différents. Par exemple, avec A=5,r =2, t =7, nous obtenons le super-Diirer-alpha suivant :

11
30
5
28

Il est formé de seize nombres entiers
somme S =74,

32
9
26
7

19
14
25
16

positifs différents et possede 68 figures magiques de

Si nous voulons un super-Direr-alpha normal, il suffit de prendre A=1,r=1,t=4o0u

A=1,r=4,t=1.
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Théoréme 5.12 :

Si A, r ett sontdes entiers positifs avect > 3r ou r > 3t, alors nous aurons un

super-Diirer-alpha presque normal ; de plus, il sera normal si nous prenons
A=1,r=1,t=40uA=1,r=4,t=1.

Le théoréme 5.12 nous permet de trouver deux des huit super-Diirer-alpha normaux qui
existent. Il est facile de trouver les six autres en donnant des valeurs entieres aux variables
A, rett.

AvecA=1,r=1,t =4, (2.4) nous donne le carré 3 de la liste des huit cités plus haut.

AvecA=1,r=4,t=1, (2.4) nous donne le carré 5.

Comment trouver le carré 7? Nous voyons que A=4, A+t =3 et A+r =8et il est clair que
nous obtiendrons ce super-Direr-alphaavec A=4,r =4 et t =—1. Trouvez les cing autres.

Soit M, le carré général (2.4). Il est facile de montrer que :

+ t

R O N W
N W O
R O N W
N Wk, O
w O w o
N P N -
o W O w
R N PN

Nous pouvons vérifier que ces trois carrés sont des super-Direr-alpha respectivement de
sommes 4, 6 et 6. On conclut que M est un super-Direr-alpha de somme4A+6r +6t. De

plus, il est facile de montrer qu’ils sont linéairement indépendants et donc, forment une base du
sous-espace de dimension 3 des super-Diirer-alpha.

Enfin, pour savoir si un carré magique est un super-Direr-alpha, il suffit de vérifier que les
figures ABEF, BCFG, EFJK, EBGQ et FINQ sont magiques.

34-4A-6r
Si nous posons34 =4 A+61 +6t et que nous remplagons dans (2.4), tparT , alors

nous obtenons la structure générale (2.5) des super Direr-alpha de somme 34.

Notez que ceux-ci ne forment pas un espace vectoriel sur les réels.
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A+3r A-3r+17 17— A —A-6r+34
3 3
CA_rs17 CATSIH3 o0 A;”
(2.5) A A+6r+17 CA-3r 417 —A+3r+34
3 3
CA-2r+17 # A+t w

Structure générale dessuper — Durer — alpha de somme 34

Cherchons tous les carrés normaux a partir de (2.5). Nous les avons déja trouvés a partir de
(2.3). Nous allons les retrouver ici, d’'une facon beaucoup plus simple. Nous voyons bien, selon

soit un entier, il

(2.5), que A doit étre un entier tel quel< A<16. De plus, pour que

faudraA=10u 4 0u 7 ou 10 ou 13 ou 16. Puisr doit étre un entier puisque A+ r doit étre
entier et il doit étre non nul sans quoi nous aurions au moins quatre fois le méme nombre dans
le carré. Aussi nous devons avoir :

1<A+3r<i16
1_As rsl6_A
3 3
A r Ontrouvelescarrés
1 12345 3eth
-11234 let7
7 -2-1123 aucun
10 -3-2-112 aucun
13 -4 -3-2-11 2et8
16 -5-4-3-2-1 4det6

Les huit carrés normaux super-Diirer-alpha trouvés avec (2.3) étaient numérotés de 1 a 8. Ce
sont ceux de la troisieme colonne. Avec la structure générale (2.5), nous avons retrouvé ces huit
carrés parmi 30. Avec la structure générale (2.3), nous avions trouvé les huit carrés parmi 256.
C’est en ce sens que la recherche des carrés normaux est plus simple; nous les trouvons parmi
30 carrés au lieu de 256.

Nous venons de voir trois facons différentes de construire les huit super-Direr-alpha normaux!!!
Nous en verrons une quatrieme, spectaculaire, dans le chapitre 12 des carrés magiques
fonctionnels!!!
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Terminons avec les caractéristiques du sous-espace des super Direr-alpha :

1.

Les figures magiques imposées a la structure générale (2.2) des super-Direr pour
obtenir la structure générale (2.3) des super-Diirer-alpha sont les cerfs-volants EBGQ et
FINQ.

Le sous-espace des super-Direr-alpha est représenté par les structures générales (2.3)
ou (2.4).

Les super-Diirer-alpha de somme 34 sont obtenus de la structure générale (2.5).

Le sous-espace des super-Direr-alpha est normal d’ordre 8.

La fréquence du sous-espace des super-Diirer-alpha est la fréquence de la structure
générale (2.3) soit f(S) =68.

Les 68 figures magiques qui caractérisent tous les super-Diirer-alpha sont les 52 de tous
les super-Diirer plus les 16 nouvelles présentées plus haut.

Pour savoir si un carré magique d’ordre 4 est un super-Direr-alpha, il suffit de montrer
que les 5 figures ABEF, BCFG, EFJK, EBGQ et FJNQ sont magiques (3 carrés d’ordre 2 plus
2 cerfs-volants).

Le sous-espace des super-Direr-alpha est de dimension 3 puisque (2.3) renferme 3
variables libres (de méme que (2.4)).

5.7 Le sous-espace des super-Diirer-béta

Ce nouveau sous-espace renferme tous les super-Direr-alpha qui possédent comme
nouvelle figure magique, le cerf-volant vertical bas-gauche BIMQ.

A partir de la structure générale (2.3), la condition nécessaire et suffisante pour avoir cette
nouvelle figure magique est :

2(S+3b-a) S
3
2a+S
ou encore : b= 5

En plagant I'expression deb dans la structure générale (2.3), nous obtenons la structure
générale (2.6) des super-Durer-béta.

24



(2.6)

S+2a S-2a S-a
6 2 3
S-2a S-a S+2a
2 3 6
S+2a S-2a S-a
6 2 3
S-2a S-a S+2a
2 3 6

Structure générale dessup er — Direr —béta

TN . S-4a
Les quatre nombres dans (2.6) forment une suite arithmétique de raisonr = . Ainsi, (2.6)
devient :
a a+r a+3r a+2r
a+3r a+2r a a+r
(2.7) a a+r a+3r a+2r
a+3r a+2r a a+r

Autre structure dessuper — Durer —béta

Si dans (2.6), nous remplagons S par4a+6r, alors nous obtenons (2.7). Puisqueaet4a+6r
peuvent prendre toutes les valeurs réelles de facon indépendante, alors (2.7) géneére tous les
super-Diirer-béta.

Théoréme 5.13 :

S
Un super Diirer-béta est trivial si et seulement si I =0donc si et seulement si a = Z

Un super-Diirer-béta non trivial est donc formé de quatre nombres différents, chacun
apparaissant quatre fois dans le carré.

Théoréme 5.14 :

Tous les super-Direr-béta non triviaux ont en commun les mémes 360 figures
magiques.
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En effet, la fréquence de la structure générale (2.6) est f (S) =360 et nous connaissons un

super- Direr-béta qui possede exactement 360 figures magiques. Nous pouvons donc affirmer
que le sous-espace des super-Diirer-béta est caractérisé par 360 figures magiques.

O N
W N WD
(S SN
N W N W

Ce super-Direr-béta posséde exactement 360 figures magiques de somme 10. Enfin, nous
pouvons énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 5.15 :

Tous les super-Direr-béta non triviaux possedent exactement 360 figures magiques, les
mémes pour tous.

Pour démontrer ce théoréme, partons de la structure (2.7) et observons que si M est un super-
Durer-béta, alors :

+r

R
e
e
R
w o w o
N BN R
O W o w
PN RPN

Ces deux carrés magiques sont des super-Direr-béta et celui de droite possede exactement 360
figures magiques. Il en résulte que M posséde exactement 360 figures magiques (r non nul).

Terminons avec les caractéristiques du sous-espace des super- Diirer-béta :

1. La figure magique imposée a la structure générale (2.3) des super-Diirer-alpha pour
obtenir la structure générale (2.6) des super-Diirer-béta est le cerf-volant BIMQ.

2. Le sous-espace des super-Direr-béta est représenté par les structures générales (2.6) ou

(2.7).

Le sous-espace des super-Direr-béta n’est pas presque normal donc n’est pas normal.

4. Lla fréquence du sous-espace des super-Diirer-béta est la fréquence de la structure
générale (2.6) soit f(S) =360.

5. Tous les super-Diirer-béta non triviaux possedent exactement 360 figures magiques et
celles-ci sont les mémes pour tous.

6. Le sous-espace des super-Diirer-béta est de dimension 2.

7. Les super-Direr-béta vont permettre la création de trés beaux problemes d’algebre!!!
(voir 14.15 du chapitre 14 «Carrés magiques et structures algébriques»)

e
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5.8 lllustration des fréquences

Le tableau suivant indique la fréquence des sommes de quatre nombres dans un super-Direr-
béta non trivial :

350 |
300 - . .
250
200 -
150
100 -

50 L ° °

f(4a)=1; f(4da+r)=16; f(4a+2r)=52; f(4a+3r)=128; f(4a+4r)=229;
f(4a+5r)=304; f(4a+6r)=360; f(4a+7r)=304; f(4a+8r)=229;
f(4a+9r)=128; f(4a+10r)=52; f(4a+1lr)=16; f(4a+12r)=1

Remarquez qu’il n'y a que treize sommes possibles dans un super-Diirer-béta non trivial et que
celles-ci sont toutes différentes. La somme magique estS =4a+6r; elle a la fréquence la plus

élevée soit 360.

Deux super-Direr-béta non triviaux auront exactement le méme tableau de fréquences.
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A partir de la structure générale des super-Diirer-alpha (2.3), nous avons ajouté une figure de
plus soit le cerf-volant vertical bas-gauche. Cela nous a conduit aux super-Direr-béta. Mais ce
choix a été tout a fait arbitraire et nous aurions pu choisir une autre figure, I'escalier JFCD, par
exemple.

Nous aurions procédé de la méme facon que pour les super-Durer-alpha avec le cerf-volant
vertical bas-gauche et nous aurions obtenu une autre structure générale que celle des super -

Durer-béta.

A vous de construire d’autres sous-espaces!!! A nous, aussi, de poursuivre.

5.9 Le sous-espace des A-Diirer

Un carré magique est un A-Diirer si et seulement si c’est un Diirer qui possede la
propriété suivante: toute paire de cases symétriques par rapport au centre du carré a pour

somme—.

Théoréeme 5.16 :

Un carré magique est un A-Direr si et seulement si c’est un Diirer qui vérifie :

A+T=B+R=%

Le théoreme 5.16 nous fournit un moyen rapide pour identifier un A-Direr. En voici
I'illustration :

Si nous savons que le carré est magique, alors il suffit de vérifier que le carré d’ordre 2, en vert,

S
est une figure magique et que la somme des cases Aet T =lasomme des casesBetR=—.
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Preuve :

Pour cela, apres avoir vérifié qu’on a un Diirer, nous devons montrer que toute paire de cases
S S
symétriques par rapport au centre du carré a pour sommeE. Nous avons déja: A+T = Eet

B+R:§.
2

. S S
Puisque (D+P)+(A+T)=Setque (A+T)= > alors D+P=E.

Puisque (A+B+C+D)+(P+Q+R+T)=2S=(A+T)+(B+R)+(D+P)+(C+Q) = %+(C+O\)

alors C+Q —§
>
. S S
Puisque A+F+M+T=S=(A+T)+(F+M)= E+(F+M)a|orsF+M=E.
R S
De memeG+K=E.

. S S
Puisque (B+E)+(N+R)=S=(E+N)+(B+R)=(E+N)+ EalorsE+N=E.
. S S

Pwsque(J+Q)+(C+H)=S=(C+Q)+(J+H)=E+(J+H)a|orsJ+H=E.

Ce qui montre que notre carré magique est bien un A-Direr.

A partir de la structure générale (2.1) des Diirer et du théoréme 5.16, nous trouvons que les
Direr seront des A-Direr si et seulement si :

S
=——f
g 2
d=S-a-c-f

Si nous remplagons d et g par ces valeurs dans la structure générale (2.1) des Durer, alors nous
obtenons la structure générale (2.8) des carrés magiques A-Diirer.
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a b c S—-a-b-c

S—-a-c-f —b+c+f f a+b—f
§—a—b+f E—f E+b—c—f —§+a+c+f
(2.8) 2 2 2 2
—§+a+b+c E—c g—b §—a
2 2 2 2

Structure générale des carres magiques A— Durer

Théoréme 5.17 :

Tous les A-Diirer non triviaux ont en commun les mémes cinquante deux
figures magiques.

Preuve :

La fréquence de la structure générale (2.8) est f (S) =52 et nous connaissons un A-Direr qui

posséde exactement 52 figures magiques (voir celui de gauche, ci bas). Ses 52 figures magiques
sont les 52 figures magiques de (2.8).

Voici deux A-Diirer formés de seize entiers positifs différents :

19 5 38 50 25 81 53 37
33 55 22 2 56 34 62 44
54 34 1 23 54 36 64 42
6 18 51 37 61 45 17 73
52 figures magiques 54 figures magiques

Celui de gauche est de somme magique S =112 avec f (112) =52. Celui de droite est de
somme magique S =196 avec f (196) =54.

Nous allons trouver maintenant les 52 figures magiques qui caractérisent les A-Direr. Voici
comment : il existe huit groupes de deux cases symétriques par rapport au centre du carré et

S
ces groupes sont disjoints deux a deux. De plus, la somme de chaque groupe estE. On peut

donc formeng = 28 figures magiques. Nous dirons que ces 28 figures magiques sont

symétriques en ce sens que deux cases d’une figure sont symétriques par rapport au centre du
carré et qu’il en est de méme des deux autres cases de la méme figure. De plus, s’ajoutent les
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guatre rangées, les quatre colonnes (les deux diagonales sont comprises dans les 28 figures
symétriques), les quatre coins des quatre carrés 2x2 situés dans les coins du grand carré, les
guatre coins des quatre carrés 3x3, les quatre coins de quatre rectangles 3x2 horizontaux et les
qguatre coins de quatre rectangles 2x3 verticaux. D’ou un total de 52 figures magiques
communes a tous les A-Direr, que nous illustrons ci-dessous :

Les quatre rangées

Les quatre colonnes

Les quatre coins des quatre carrés 2 x 2 de chaque coin du grand carré

Les quatre coins des quatre carrés 3x 3 plus les 36 figures magiques suivantes :

£
-
"
-

oL
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Voila les 52 figures magiques communes a tous les A-Diirer. Celles-ci proviennent du A-Direr
de fréquence 52 vu plus haut. Pour se convaincre que ces figures sont bien magiques, il suffit de
le vérifier dans la structure générale (2.8). Pour cela, on additionne les expressions qui
correspondent aux cases de la figure considérée et on montre que le résultat est S. Par exemple,
montrons que la derniére figure a droite est bien magique :

(%—a—b+fj+(%—fj+ f+(a+b-f)=S8

Les A-Diirer sont donc de trés beaux carrés magiques caractérisés par une pseudo-symétrie
centrale (la somme de deux cases symétriques par rapport au centre du carré est toujours égale
a la moitié de la somme magique).

Les A-Direr ont pour ancétre le célebre carré d’Albert Direr qui est un A-Dilrer avec quatre
cerfs-volants verticaux et quatre fusées verticales. Il posseéde 86 figures magiques puisqu’il est
formé des entiers consécutifs de 1 a 16. Nous verrons plus loin qu’il fait partie des diaboliques-
alpha et qu’il possede les 86 figures magiques que tous les diaboliques-alpha possedent. Le
VOoici :

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

A—Diirer S=34
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Le carré d’Albert Dlrer posséde quatre cerfs-volants verticaux et quatre fusées verticales mais il
posséde aussi deux escaliers (JFCD et HMQP). Cela nous a conduit a la construction des
diaboliques qui suit. Cependant, I’Albert Diirer n’est pas un diabolique.

Terminons avec les caractéristiques du sous-espace des A-Diirer :

R S
1. A la structure générale (2.1) des Direr, nous avons imposé A+T =B+R = E et ainsi

nous avons obtenu la structure générale (2.8) des A-Durer.
2. Le sous-espace des A-Diirer est représenté par la structure générale (2.8).

3. Le sous-espace des A-Diirer est normal d’ordre 384; celui d’Albert Direr en fait partie.

4. La fréquence du sous-espace des A-Diirer est la fréquence de la structure générale (2.8)
soit f(S) =52.

5. Les 52 figures magiques qui caractérisent tous les A-Dlrer sont données plus haut.

6. Pour savoir si un carré magique est un A-Direr, il suffit de s’assurer que

A+B+E+F=SetqueA+T=B+R=%.

7. C’est un sous-espace de dimension 5.
5.10 Le sous-espace des diaboliques

Un carré magique d’ordre 4 est un diabolique si et seulement si c’est un A-Diirer qui possede le
cerf-volant vertical haut gauche EBGQ, le cerf-volant horizontal gauche bas JFNQ et I'escalier
JFCD.

Nous verrons que tous les diaboliques possedent huit cerfs-volants, huit fusées, deux escaliers
et deux fleches d’ou 72 figures magiques; mais il y en a quatorze autres pour un total de 86.
Nous montrerons que tout diabolique non trivial possede exactement 86 figures magiques.
Trouvons d’abord la structure générale des diaboliques. Pour cela, allons dans la structure
générale (2.8) des A-Direr et observons qu’un A-Direr sera diabolique si et seulement si :

a—b+2c:§  —2b+c+3f :§ :2a+3b-c-2f :§
2 2 2

si et seulement si :

b —26a+11S | c— -11a+5S
18 9

_ —-10a+75S

o f
18

En plagant ces valeurs dans la structure générale (2.8) des A-Diirer, nous obtenons la structure
générale (2.9) des diaboliques :
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11S-26a 5S-11la 10a-S
18 9 6
1l4a+S S—-a 7S5-10a a+2S
18 3 18 9
(2.9) 55-2a 5a+3S 2a+S 4S-T7a
18 9 6 9
2S-5a 22a-S 13a-S S-2a
3 18 9 2

Structure générale des diaboliques

Parmi les 7040 carrés magiques formés des entiers consécutifs de 1 a 16, seulement deux sont
diaboliques. Pour montrer ce résultat, il suffit de poser S =34 et de donner a a, les valeurs de 1
a 16. Nous trouvons les deux diaboliques suivants :

4 15 14 1 13 2 3 16
5 10 11 8 12 7 6 9
9 6 7 12 8 11 10 5
16 3 2 13 1 14 15 4

Cependant, I'un est obtenu de I'autre par une rotation de 180°. Il y a donc un seul diabolique
primitif!!! De plus, puisqu’il est normal, le théoréme 5.3 nous permet d’écrire f (S) =86.

Théoréme 5.18:

Parmi les 7040 carrés magiques normaux d’ordre 4, seulement
deux sont diaboliques.

Théoréme 5.19 :

Tous les diaboliques non triviaux ont en commun les mémes 86 figures
magiques.

Preuve :

La fréquence de la structure générale (2.9) est f (S) =86et de plus, nous connaissons un
diabolique qui posséde exactement 86 figures magiques (voir le diabolique ci haut).
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http://digilander.libero.it/ice00/magic/prime/orderConstant.html

























































































































































































































































































































































http://www.multimagie.com/Francais/Panperfectcubes.htm
http://www.multimagie.com/Francais/Cube.htm
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect3&4
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect3&4
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#SmallestPerfect
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect6
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect7
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect8
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect9
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect10
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect11
http://www.multimagie.com/Francais/Perfectcubes.htm#Perfect12
http://www.multimagie.com/Francais/Cube.htm#Records
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