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1. Introduction

Les carrés magiques sont des objets mathématiques remarquables. Ils sont connus depuis
plusieurs siécles avant J.-C. et ont fasciné presque tous les mathématiciens ainsi que tous ceux
qui aiment les jeux d’esprit.

Considérons le carré suivant, formé de seize cases dans lesquelles se trouve un nombre par
case:

16 3 2 13

Carré 1

Si vous additionnez tous les nombres de chaque rangée, de chaque colonne et de chaque
grande diagonale, vous trouvez toujours la méme somme soit 34. Pour cette raison, nous dirons
gue notre carré est magique. Le carré ci-haut est un carré magique de somme magique 34.
C'est aussi un carré d’ordre 4 ou encore un 4x4. Cela signifie que nous y trouvons 16 cases
carrées de méme taille disposées en 4 rangées et 4 colonnes formant ainsi le grand carré.

Nous trouvons dans la littérature sur les carrés magiques de nombreux procédés de
construction. Ceux-ci nous permettent de construire des carrés magiques de tous les ordres.
Nous pouvons construire des carrés magiques d’ordre 3, 4, 5, 6, ..., n ou n est un entier
qguelconque plus grand que zéro. Ces différents procédés nous permettent, en général, de

construire un seul carré magique formé des entiers de 1 a n%. Par exemple, de 1 a 25 si le carré
est d’'ordre 5 et de 1 a 144 si le carré est d’ordre 12. De plus, ces procédés sont trés différents
selon que I'ordre est un entier impair ou pair et les procédés lorsque I'ordre est impair sont plus
simples que lorsque celui-ci est pair.

Nous n’allons pas présenter ici ces procédés que vous pouvez trouver dans de nombreux
ouvrages sur les carrés magiques et sur Internet. Cependant, nous présenterons une toute
nouvelle méthode qui vous permettra de construire autant de carrés magiques que vous le
désirez, pour un ordre donné.

Revenons au carré magique ci-haut. Cet objet est extraordinaire car il est formé de 16 entiers
différents et non seulement toutes les rangées, colonnes et grandes diagonales ont pour somme
34, mais aussi la somme des 4 coins (4 + 1 + 13 + 16 = 34) et la somme des 4 cases centrales
donne également 34 (10 + 11 + 7 + 6 = 34). Nous verrons plus loin que dans ce carré magique,



nous pouvons obtenir la somme 34 de 86 fagons différentes en faisant la somme des entiers
situés dans 4 cases différentes. En voici quelques exemples : 9+10+14+1=5+15+11+3=3
+9+10+12=10+6+ 16 + 2 = 34. Cela est tout a fait extraordinaire!!!

Soit maintenant un carré magique d’ordre n dont la somme magique est S. Un groupe de n cases
distinctes est appelé figure. Si la somme des nombres situés dans une figure est égale a S, alors
nous dirons que cette figure est une figure magique. Enfin, si notre carré magique ne renferme
que des entiers strictement positifs (>0) et tous différents deux a deux, alors celui-ci sera dit
presque normal et si tous les entiers sont consécutifs, le plus petit étant 1, alors notre carré sera
dit normal.

Le carré 1 est un carré normal puisqu’il renferme les entiers consécutifs de 1 a 16. Notons qu’un
carré normal est aussi presque normal. Voyons quelques carrés magiques d’ordre 3,4 et 5 :

71 | 79 | 83 | 103

41212 97 | 107 | 109 | 23

315 |7 157 (113 | 7 | 59

8 | 1|6 11 | 37 | 137151
Carré 2 Carré 3

Le carré 2 est un carré magique d’ordre 3 et de somme magique S = 15. De plus, il est normal
puisqu’il renferme tous les entiers consécutifs de 1 a 9 et il possede 8 figures magiques soient
les 3 rangées, les 3 colonnes et les 2 grandes diagonales.

Le carré 3 est un carré magique d’ordre 4 et de somme magique S = 336. Ce carré est presque
normal puisque les 16 nombres sont des entiers strictement positifs et tous différents. Il
posséde 25 figures magiques. De plus, ce carré magique est premier car les 16 entiers qu’il
contient sont tous des nombres premiers; nous dirons simplement que c’est un carré premier.
Il peut méme arriver que la somme magique d’un carré premier soit aussi un nombre premier;
nous dirons alors que c’est un carré super-premier.

Quant aux figures magiques, nous pouvons les trouver lorsque I'ordre du carré n’est pas trop
grand mais déja avec n = 5, si le carré est normal, nous avons 1394 figures magiques. Le carré
normal d’ordre 8 renferme 35 154 340 figures magiques! Le carré normal d’ordre 10 renferme,
quant a lui, 78 132 541 528 figures magiques!!! Absolument incroyable!!!

Voila pourquoi nous pouvons trouver plus facilement les figures magiques d’un carré d’ordre 4
et de certains carrés d’ordre 5. Par exemple, nous connaissons les 52 figures magiques que
possedent tous les carrés magiques qui appartiennent a la « classe » des super-Diirer laquelle
sera présentée dans la Partie 2 de I'ouvrage, au chapitre 5, section 5.5, pages 13 a 17.

Terminons en disant qu’aujourd’hui, trouver le nombre de figures magiques d’un carré normal
d’ordre 50 000, est tout a fait impossible!! Quant a demain, qui sait?



18 | 31 | 13 | 12 | 34 1 8 15 | 19 | 22

17 [ 39 | 21 | 4 27 14 | 17 | 21 3 10

19 | 24 8 15 | 42 | 23 5 9 12 | 16

1 9 56 | 40 2 7 11 | 18 | 25 -

53 5 10 | 37 3 20 | 24 2 6 13
Carre 4 Carré 5

Le carré 4 est un carré magique d’ordre 5 et de somme magique S = 108. C’est un carré magique
presque normal et il possede 626 figures magiques. Les 4 coins ne forment pas une figure;
cependant la somme est 108.

Le carré 5 est un carré magique d’ordre 5 et de somme magique S = 65. C'est un carré magique
normal et il posséde 1394 figures magiques.

Une question importante ici: comment faisons-nous pour trouver le nombre de figures
magiques dans un carré magique? Nous avons construit, dans MATHEMATICA, un petit
programme (voir 5.2 dans la partie 2 et le fichier « Le compte » dans la Partie 3, annexe 22) quivous
permet de trouver le nombre de figures magiques d’un carré magique dont I'ordre nvariede3a7
(dans la mesure ou la mémoire de votre ordinateur est suffisante ). Dans MAPLE, le programme
nous permet de trouver le nombre de figures magiques et de les illustrer pourlescasn=3,4et5
(voir Illustration-figures dans la Partie 3, annexe 23). Mentionnons ici que MATHEMATICA et
MAPLE sont des logiciels de mathématiques trés puissants!!!

Le nombre de figures magiques que possede un carré magique est appelé la fréquence du carré
et nous la notons f(S). Ainsi pour le carré 4, f(108) = 626 et f(65) = 1394 pour le carré 5.

Déterminer le nombre de figures magiques dans un carré magique n’est jamais facile sauf
lorsque I'ordre du carré est petit : n < 11. Déja, le nombre de figures magiques dans un carré
magique normal d’ordre 10 est 78 132 541 528. Dans un carré normal d’ordre 12, nous n’avons
pas calculé le nombre de figures magiques mais nous savons que ce nombre est énormément
supérieur a 138 519 474 164 632.

Une autre difficulté est de savoir combien il existe de carrés magiques normaux d’ordre n. Pour
n = 3, il en existe 8 mais pour n = 4, nous en sommes a 7040. Pour n =5, il existe un nombre
impressionnant de carrés magiques normaux soit 2 202 441 792. Pour n > 5, on ne connait
gu’une approximation du nombre de carrés magiques normaux.

Nous pouvons trouver une infinité de carrés magiques presque normaux pour tous les ordres
supérieurs a 2; cependant, le nombre de carrés magiques normaux sera toujours un nombre fini.



2. Caractéristiques d’un carré magique, diagonales et fréquence

2.1 Caractéristiques d’un carré magique d’ordre n :

D’abord, nous devons nous assurer que le carré est bien magique en trouvant la somme des
nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale ce qui nous fait 2n+ 2
sommes a trouver. Si ces 2N+2 sommes sont égales au méme nombre S, alors le carré est
magique de somme magique S.

Ici, N représente la taille du carré, ce qui signifie que notre carré est formé de N rangées de N
cases et de N colonnes de N cases donc qu’il renferme Nx N = Nn? nombres.

Quand le carré est magique, la somme S de la premiére rangée est la somme magique du carré.

Le carré est presque normal s’il renferme que des entiers strictement positifs et différents 2 a 2.

; . . N 2
Le carré est normal s’il renferme tous les entiersde 1an-.

Une figure magique dans un carré magique d’ordre n est un groupe de n cases distinctes dont la
somme est la somme magique. Notez que deux cases distinctes peuvent contenir le méme
nombre. Une case se distingue d’une autre case si elle noccupe pas la méme position dans le
carré. La premiére case située a gauche dans la premiére rangée en haut est la méme que la
premiere case en haut située dans la premiére colonne a gauche. Cette case est différente de la
premiere case située a droite dans la premiére rangée du haut. En résumé, un carré magique est

formé de n? cases distinctes.

La fréquence d’un carré magique de somme magique S est le nombre de figures magiques que
posséde ce carré et se note f(S). Nous dirons aussi que c’est la fréquence de la somme S.

Dans la mesure du possible, nous essayerons de trouver toutes les figures magiques d’un carré
magique. Certaines figures magiques sont plus intéressantes que d’autres :

Dans le carré de gauche, la figure en vert ressemble a un cerf-volant tandis que la figure en bleu
ressemble a une fusée; dans le carré de droite, la figure est plutét quelconque.



2.2 Les diagonales grandes et brisées et carré magique pandiagonal

Il n’existe que deux grandes diagonales, la secondaire (en brun dans le carré de gauche) et la
principale (en brun dans le carré de droite). Puis il y a les diagonales brisées (en vert dans
chaque carré). Nous parlerons de diagonales brisées secondaires et de diagonales brisées
principales. Une diagonale brisée secondaire (carré de gauche) est formée de deux branches
(petites diagonales) paralléles a la grande diagonale secondaire, I'une d’un c6té et I'autre, de
I"autre coté de la grande diagonale secondaire. L'une des branches contient k cases et |'autre
branche, n —k cases. Le total des cases dans une diagonale, grande ou brisée, est toujours n.

De méme pour les diagonales brisées principales.

Grande diagonale secondaire Grande diagonale principale

Dans le carré de gauche, on voit, en brun, la grande diagonale secondaire et en vert, une
diagonale brisée (premiére branche : 2 cases, deuxieme branche : 3 cases; n=5,k=2,n—k=3.

Dans le carré de droite, on voit, en brun, la grande diagonale principale et en vert, une diagonale
brisée (premiére branche : 1 case, deuxiéme branche : 4 cases; n=5, k=1, n—k =4).

Dans tout carré d’ordre N > 3, nous avons 2 grandes diagonales, 2n— 2 diagonales brisées donc
en tout, 2n diagonales.

Nous dirons diagonale au lieu de grande diagonale et diagonale brisée quand ce sera le cas.

Les diagonales principales sont: la grande diagonale principale et les diagonales brisées
paralleles a la grande diagonale principale; les diagonales secondaires sont: la grande
diagonale secondaire et les diagonales brisées paralléles a la grande diagonale secondaire.

Dans un carré magique, si toutes les diagonales brisées sont des figures magiques, alors nous
dirons que notre carré est pandiagonal.



2.3 Fréquence de la somme magique

Considérons les carrés magiques normaux d’ordre N .

Le tableau suivant indique le nombre de figures ainsi que le nombre de figures magiques
(fréquence du carré) pour les carrés magiques normaux d’ordre 3a 10 :

n Somme magique Nombre de figures Nombre de figures magiques
3 15 84 8

4 34 1820 86

5 65 53130 1394

6 111 1947 792 32134

7 175 85900 584 957 332

8 260 4 426 165 368 35154 340

9 369 260 887 834 350 1537408 202

10 505 17 310 309 456 440 78 132 541 528

Pour n = 3 jusqu’a n = 7, nous avons utilisé une seule fois le fichier « Le compte » de
MATHEMATICA que vous trouverez dans la Partie 3, annexe 22, et nous avons obtenu directement
le résultat. Le travail a donc été fait en une seule étape. Pour n=8, 9 et 10, nous avons toujours
utilisé le méme programme mais a plusieurs reprises comme suit :

Pour n = 8, nous avons fait deux groupes de 32 entiers et avons fait le travail en neuf étapes.
Pour n =9, nous avons fait deux groupes (41 et 40 entiers) et fait le travail en dix étapes.
Pour n =10, nous avons fait aussi deux groupes de 50 entiers et fait le travail en onze étapes.

Dans un carré magique normal d’ordre 11, le nombre de figures magiques serait calculé en
douze étapes. Nous avons trouvé, avec seulement deux étapes, le nombre suivant :

3690 757 207 013

Le nombre exact de figures magiques sera trés supérieur!!!



Dans le un carré magique normal d’ordre 12, le nombre de figures magiques serait calculé en
treize étapes. Nous avons trouvé, avec une seule étape, le nombre incroyable suivant :

138 519474 164 632

Le nombre exact de figures magiques sera énormément supérieur!!!

(n®)! _ n®+n
_— Somme magique =

n! (n” —n)! 2

Nombre de figures =

NI=1x2x3x...x(N—=1)xnN: par exemple : 6! =1x2x3x4x5x6 =720.

La somme magique d’un carré magique normal est donné par :

C142+3+..+(M*=D+n®  n’(n*+1) n(n®+1) n’+n
n 2n 2 2

S

Pour tout entiern >3, il existe au moins un carré magique normal et sa somme magique est
3

donnée par$S = T Evidemment, deux carrés magiques normaux d’ordre N ont la méme

somme magique.

Pour simplifier, nous dirons qu’un carré magique est de somme S au lieu de dire qu’il est de
somme magique S.

La fréquence f (S) de la somme magique S s’appelle aussi la fréquence du carré magique et
représente le nombre de figures magiques que posséde ce carré.

Les fréquences (nombre de figures magiques) du tableau ci-haut ont été calculées également
avec MAPLE al’aide d’un programme plus rapide que « Le compte ».Vous le trouverez dans la
Partie 3, dans les programmes MAPLE.

Nous allons maintenant passer a la galerie de carrés magiques. Vous y verrez un grand nombre
de carrés magiques dont certains sont remarquables. Chaque carré sera numéroté afin que nous
puissions nous y référer tout au long de cet ouvrage. Chacun sera accompagné de ses
principales caractéristiques.

Ensuite, nous verrons comment construire des carrés magiques.



3. Galerie de carrés magiques

Tous les carrés qui suivent sont magiques. Nous allons donner, pour chacun, ses principales
caractéristiques.

2 7 6

9 5 1

4 3 8
Carré 6

Le carré 6 est normal d’ordre 3. S = 15 et f(15) = 8. Ce carré est I'un des huit carrés magiques
normaux d’ordre3. Les sept autres sont obtenus par rotations planaire ou spatiale. En voici

deux :

4 9 | 2 2 9 4

3 5|7 7 5 3

8 1 |6 6 1 8
Carré 7 Carré 8

Le carré 7 est obtenu du carré 6 par une rotation planaire de -90°, soit dans le sens des aiguilles
d’une montre.

Le carré 8 est obtenu du carré 6 par une rotation planaire de -90° suivie d’une rotation spatiale
de 180° est-ouest (voir glossaire 1).

Aux rotations pres, nous considérons avoir un seul carré magique normal d’ordre 3, le carré 6,
par exemple. Nous dirons alors du carré 6 qu’il est primitif. Les sept autres sont ses équivalents.

3/2 2/7 | 31/14 43 | 67 | 109
43/21 | 4/3 | 13/21 139 | 73 7
19/42 | 50/21 | 7/6 37 | 79 | 103

Carré 9 Carré 10

10



Le carré 9 est un carré magique d’ordre 3; S = 4 et f(4) = 8. Ce carré magique est formé de
nombres rationnels non entiers.

Le carré 10 est un carré magique d’ordre 3 presque normal; S = 219 et f(219) = 8. Ce carré
magique est premier puisqu’il renferme neuf nombres premiers. Sa somme, 219, n’est pas un
nombre premier.

12 | 12 | 12 9 19 5

12 | 12 | 12 7 11 | 15

12 | 12 | 12 17 3 13
Carré 11 Carré 12

Le carré 11 est un carré magique d’ordre 3 avec S = 36. Il n’est pas presque normal. Ce carré
magique est dit trivial car nous trouvons le méme nombre dans chaque case. Le nombre de
facons de choisir trois cases distinctes parmi les neuf du carré est 84 d’ou f(36) = 84.

Le carré trivial formé du nombre 1 nous sera tres utile dans la construction de carrés magiques.

Le carré 12 est magique d’ordre 3 avec S =33 et f(33) = 8. Il est formé de 9 entiers qui forment
une suite arithmétique deraison2:3 5 7 9 11 13 15 17 19. Ce carré est presque normal.

Dans tous les carrés magiques d’ordre 3 présentés jusqu’a maintenant, vous pouvez observer
gue la somme magique est égale a 3 fois le nombre de la case centrale. En est-il toujours ainsi?

La réponse est oui et la démonstration sera demandée en exercice (section 11, probleme 4).
Cette propriété est particuliere aux carrés d’ordre 3. Cependant, si n est un entier impair
supérieur a 3, alors nous pouvons toujours trouver un carré magique d’ordre n tel que sa
somme magique soit égale a n fois le nombre de la case centrale. D’'un autre cOté, nous
connaissons 25 carrés magiques d’ordre 5, de somme magique S = 65 dont les nombres centraux
varient de 1 a 25. Donc, la somme magique n’est pas toujours égale a n fois le nombre central.

9 |12 | 12 | 21
17 | 13 | 13 | 11
22 | 14 | 14 | 4 6 7
6 | 15| 15 | 18 3 2

Carré 13 Carré 14

Le carré 13 est magique d’ordre 4. S = 54 et f(54) = 86. |l n’est pas presque normal. Remarquez
gue les deux colonnes centrales sont identiques et formées de quatre entiers consécutifs.

11



Le carré 14 est un carré magique d’ordre 4. S=34 et f(34) = 86. Il est normal. Nous verrons dans
la partie 2 de cet ouvrage que le carré 14 est un diabolique, a cause de ses 86 figures magiques
spéciales et que tous les diaboliques non triviaux ont les mémes 86 figures magiques. De plus,
nous verrons que les seize nombres dans tous les diaboliques forment une suite arithmétique.
Le procédé de construction d’un diabolique est indiqué dans le carré 14 grace aux quatre
couleurs. Enfin, si un diabolique non trivial a pour somme magique S, alors f(S) = 86 et Il n’existe
gue deux diaboliques normaux dont I'un est obtenu de I'autre par une rotation planaire de 180°.

314 | 159 | 265 | 358 1 8 13 | 12

317 | 306 | 200 | 273 14 | 11 | 2 7

275 | 348 | 242 | 231 4 5 16 | 9

190 | 283 | 389 | 234 15 | 10 | 3 6
Carré 15 Carré 16

Le carré 15 est magique d’ordre 4 avec S = 1096 et f(1096) = 52. C'est un carré presque normal.
Vous pouvez observer que la premiéere rangée du haut renferme les douze premiers chiffres du
nombre 7z . En effet, 7 =3,1415926535897.... Ce carré est un A-Diirer car il posséde toutes
les figures magiques caractéristiques de tous les A-Direr (voir 5.9 dans la partie 2). Par exemple,
chaque carré d’ordre 2 situé dans chaque coin est une figure magique (314 + 159 + 317 + 306 =
1096; 242 + 231 + 389 + 234 = 1096 ...). De plus, si vous additionnez les nombres situés dans
deux cases symétriques par rapport au centre du carré, vous trouverez toujours 548 soit la
moitié de la somme magique (314 + 234 =200 + 348 =273 + 275 =265+ 283 =548 = ...).

Le carré 16 est magique d’ordre 4 avec S = 34 et f(34) = 86. C'est un carré normal. C’est aussi un
super-Diirer-alpha (voir 5.6 de la partie 2). Tous les super-Diirer-alpha sont pandiagonaux; vous
pouvez vérifier que toutes les diagonales brisées sont des figures magiques (8 +2+9+15=4 +
11 + 13 + 6 = 34 = ...). Une autre propriété magnifique : tout carré d’ordre deux situé dans le
carré 16 est une figure magique (1+8+14+11= 14+11+4+5=11+2+5+16=34=..).lly
a un cerf-volant (14 + 8 + 2 + 10), une fusée (2 + 16 + 10 + 6), ... . Nous verrons, également dans
la partie 2, une propriété remarquable que possedent tous les super-Direr-alpha, laquelle
propriété nous a conduit au nouveau procédé de construction de carrés magiques qui vous sera
présenté sous peu. Un carré magique qui aura cette propriété sera appelé carré arithmétique.

Nous allons voir maintenant deux carrés magiques plutét exceptionnels. Ils seront tous les deux
formés de seize entiers de quatre chiffres et ces seize entiers seront tous différents.

Le carré 17 est magique d’ordre 4 et de somme magique S = 17 776. Il est presque normal. A
partir du carré magique 17, nous pouvons construire 23 nouveaux carrés de la fagon suivante :
nous allons prendre chaque entier du carré 17 et lui appliquer une permutation de ses chiffres.
Nous allons utiliser la méme permutation pour chaque entier. Par exemple, la permutation :

abcd — bdac

12



laquelle appliqguée a 5641 donnera 6154 et appliquée a 3247 donnera 2734. Nous placerons
6154 dans le carré 18, dans la case correspondante a la case qui contenait 5641 dans le carré 17.
Nous ferons de méme avec 2734 et tous les autres. Voila le carré 18.

6154 | 3522 | 5335 | 2765

4723 | 3377 | 5542 | 4134

3553 | 6123 | 2734 | 5366

5641 | 2325 | 3553 | 6257

2437 | 7373 | 4525 | 3441

5335|2631 | 3247 | 6563

4363 | 5447 | 6451 | 1515
Carré 17

3346 | 4754 | 4165 | 5511

Carré 18

Nous pouvons construire ainsi vingt deux autres carrés comme le 18 puisque le nombre de
permutations possibles de quatre chiffres différents est de 24. Maintenant arrivent deux
guestions : le carré 18 est-il magique et si c’est le cas, quelle est sa somme magique?

La réponse est oui. Le carré 18 est magique et sa somme magique est aussi 17 776. |l en sera de
méme pour les vingt deux autres carrés. Extraordinaire !!! Nous avons donc ici vingt quatre
carrés magiques de méme somme magique et chacun est obtenu d’un autre par une méme
permutation appliquée a tous ses entiers. Vous trouverez |’explication du oui dans la section
14.14 du chapitre 14, «carrés magiques et permutations»; vous verrez aussi comment construire
ces vingt quatre carrés magiques. Ajoutons que pour les carrés 17 et 18, f (17 776) = 52.

16 | 9 | 23 |12 | 5

22 | 15| 1 | 19| 8

4 |18 7 | 25| 11

10 | 21|14 | 3 | 17

13| 2 | 20| 6 | 24
Carré 19

Carré 20

13



Le carré 19 est un carré magique normal d’ordre 5. Sa somme magique est S = 65. Ce carré
renferme 1394 figures magiques d’ou f(65) = 1394. Son centre est 7 donc, la somme magique
65 n’est pas toujours égale a 5 fois le nombre central. Enfin, ce carré magique est pandiagonal
puisque toutes ses diagonales brisées sont des figures magiques.

Le carré 20, appelé Ariane, est un carré magique d’ordre 5 presque normal. Sa somme magique
est S = 357 et f(357) = 380. Nous trouvons dans tous les Ariane six fusées verticales et cinq
fusées horizontales qui sont des figures magiques. Nous avons illustré dans le carré 20, trois
fusées verticales : 56 + 90 +39+97 + 75=357=63+79 + 67 + 80 + 68 = 102 + 58 + 85 + 37 + 75.
A vous de trouver les huit autres. Il existe une infinité d’Ariane et tous ont en commun 109
figures magiques (voir 6.2, partie 2) dont les onze fusées.

Carré 21 Carré 21 a

Le carré 21 est un carré magique normal d’ordre 5, de somme S = 65 avec f(65) = 1394. Il est
pandiagonal. De plus, chaque fois que nous prenons deux entiers en positions symétriques par
rapport au centre du carré, nous obtenons 26 soit 25/5. Nous avons illustré quelques exemples :
15 + 11 = 26 (en rouge); 8 + 18 = 26 (en vert); 23 + 3 = 26 (en bleu); 2 + 24 = 26 (en brun). Un
tel carré magique est appelé ultra-magique. Nous verrons, dans la partie 2, que tous les ultra-
magiques d’ordre 5 ont en commun 362 figures magiques; celles-ci seront présentées dans la
Partie 3, annexe 23, programme 08.

Il existe 128 carrés magiques normaux comme le carré 21. lls ont tous 13 dans la case centrale.
Vous pourrez trouver les 128 dans la Partie 3, annexe 23, programme 08.

Le carré 21a illustre deux figures magiques du carré 21. La premiere, en rouge, est une figure
magique, quelle que soit sa position dans le carré 21; nous la retrouvons donc neuf fois et nous
dirons que cette figure est une super-figure. La deuxieme, en vert, est une autre figure
magique, quelle que soit sa position dans le carré 21 et nous la retrouvons, elle aussi, neuf fois.
C’est également une super-figure.

Les carrés 21b, 21c et 21d illustrent d’autres figures magiques du carré 21.
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Nous retrouvons, dans le carré 21, 16 fois la figure de 21b, 4 fois la figure de 21c, 8 fois la figure
en vert de 21d et 1 fois la figure en rouge de 21d. Ce sont aussi des super-figures. Voyons deux

autres figures magiques spéciales :

Carré2le Carré 21 f

21b 21d

A partir de la figure du carré 21e, nous pouvons en construire sept autres en la tournant de
90°, 180° et 270°, puis en la regardant par derriere, nous en aurons une autre que nous allons
aussi tourner de 90°, 180° et 270°. Ces huit figures, issues de la figure 21e, sont appelées les
figures équivalentes de la figure 21e. Maintenant, si ces huit figures sont des figures magiques
dans le carré 21, alors nous dirons que la figure 21e est une ultra-figure. Effectivement, la figure
21e est une ultra-figure pour le carré2l; il en est de méme de la figure 21f. Voyons pourquoi :
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Ces huit figures équivalentes, dans la position indiquée dans les huit carrés ci-haut, sont des
figures magiques dans le carré21. C'est pour cela que la figure 21e est une ultra-figure.

Les huit figures équivalentes suivantes, dans la position indiquée dans les huit carrés ci-dessous,
sont des figures magiques dans le carré21. C’est pourquoi la figure 21f est une ultra-figure.

o a
= =
aall R w i

Terminons en disant que les figures que nous venons de voir font partie des 362 figures
magiques que tous les ultra-magiques d’ordre 5 ont en commun. Un carré ultra-magique
normal d’ordre 5 possede, en plus des 362 figures magiques communes a tous les ultra-
magiques d’ordre 5, 1032 figures magiques de plus, lesquelles ne sont pas nécessairement
communes a tous les ultra-magiques.

Les ultra-magiques : des carrés fantastiques!!! Voyons maintenant un carré d’ordre 6 :

37 | 70 | 16 | 43 | 64 | 22

31 | 30 | 52 | 57 4 78

56 | 51 | 35 | 24 | 83 3

41 | 20 | 62 | 47 | 14 | 68

27 | 80 6 53 | 54 | 32

60 1 81 | 28 | 33 | 49

Carré 22
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Le carré 22 est un carré magique d’ordre 6 de somme magique S = 252 avec f(252) = 15 058. Qui
oserait penser que ce carré magique renferme 15 058 figures magiques!!!

Il est presque normal et pandiagonal. Mais il y a encore plus!! Chaque fois que nous prenons un
petit carré d’ordre 2, et il y en a 25, la somme des quatre cases donne toujours 168 soit :

4S  4x252

n

=168

De plus, sur toute diagonale, grande ou brisée, la somme de deux nombres séparés de deux
autres nombres, donne toujours 84 soit :

n 6

2S _ 2x252 _g84

Un tel carré magique est appelé hyper-magique.

Voici une autre propriété : si nous rattachions la premiere colonne a gauche a la derniére
colonne a droite, par exemple, en faisant un cylindre de notre carré, nous obtiendrions 5
nouveaux carrés d’ordre 2, de somme 168. Par exemple : 56 + 41 + 3 + 68 = 168.

Il en serait de méme avec la premiére rangée du haut et la derniére rangée du bas. Par
exemple : 43 + 64 + 28 + 33 = 168. Suivent quelques figures magiques de ce carré :

.
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Voici un extraordinaire carré magique d’ordre 8; il est presque normal de somme S = 556.

Carré 23

Il posséde les propriétés suivantes :

1) Il est pandiagonal.
2) Sinous faisons la somme des 4 cases de tout carré d’ordre 2 inclus dans ce carré, et il y
en a 49, alors nous trouvons toujours 278 soit S/2. Par exemple : 92 + 88 + 93 + 5 = 278.
3) Lasomme des 4 coins de tout carré d’ordre 4 donne 278.
Par exemple : 27 + 123 + 72 + 56 = 278 soit les 4 cases bleues.
4) La somme des 4 coins de tout carré d’ordre 6 donne 278.
Par exemple : 122 + 13 + 98 + 45 = 278 soit les 4 cases rouges.
5) La somme des 4 coins de tout carré d’ordre 7 donne 278.
Par exemple : 32 + 39 + 107 + 100 = 278 soit les 4 cases blanches.
6) Lasomme des 4 coins du carré d’ordre 8 donne aussi 278 =57 + 60 + 107 + 54.
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7) Si nous rattachions la premiére colonne a gauche a la derniére colonne a droite, par
exemple, en faisant un cylindre de notre carré, nous obtiendrions 7 nouveaux carrés
d’ordre 2, de somme 278. Par exemple : 38 + 51 + 123 + 66 = 278. ll en serait de méme
avec la premiére rangée du haut et la derniére rangée du bas. Par exemple : 68 + 86 + 43
+ 81 =278. Ainsi, nous aurions 14 nouveaux carrés d’ordre 2 de somme 278.

8) Le carré23 possede entre autres les 14 figures magiques suivantes :

Carré 23 a Carré 23 b
Carré 23 ¢ Carré 23 d
Carré 23 e Carré 23 f
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La figure magique du bas dans le carré 23d reste magique si nous la déplacons verticalement; si
nous la retournons a I'aide d’une rotation spatiale de 180° (figure du haut), elle reste magique et
méme si nous la déplagons verticalement.

Les 2 figures magiques (en vert et en orangé) du carré 23e sont des super-figures.

Carré 23 g Carré 23 h

Fantastique!!l La figure du bas dans le carré 23g est une super-figure. Donc, peu importe la
facon de placer cette figure dans le carré 23, nous aurons une figure magique. Dans le carré 23h,
la figure de gauche, en rouge, est une super-figure; ce n’est pas le cas de la figure de droite qui
est cependant magique. Revenons au carré 23g et regardons la figure du haut. Celle-ci n’est pas
une super-figure; cependant, elle est magique et si nous la déplagons verticalement, elle reste
magique. De plus, si nous la retournons de 180°, elle reste magique méme si nous la déplagons
verticalement.

Carré 23 i Carré 23 j

La figure du carré 23i est une super-figure et il en est de méme de la figure du carré 23j!!!
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Nous avons vu que le carré normal d’ordre 8 posséde exactement 35 154 340 figures
magiques !!! Nous ne serions pas surpris que le carré 23, qui est presque normal, renferme
plusieurs millions de figures magiques!!!

Petit voyage en Espagne :

11 | 7 6 9

8 | 10 10 | 5

13 | 2 3 15

Carré 24

Nous appelons le carré 24, le Gaudi. Il se trouve sur la facade de la Passion de la basilique
Sagrada Familia a Barcelone, Espagne. Sa somme magique est S = 33, I'age du Christ a sa mort.
De plus, f(33) = 88. Son seul défaut : ses deux répétitions!!! C’est le sculpteur et peintre Josep
Subirachs qui a placé ce carré magique sur la fagcade de la Passion. Il est presque certain que
Subirachs a transformé le carré magique d’Albert Diirer (voir probleme 14) afin d’obtenir le
Gaudi et ce, d’'une maniére trés simple.

11 | 23 | 139 | 31 | 227 59 | 107 | 71 | 23 | 53

137 {103 | 29 | 73 | 89 13 | 37 | 113 | 61 | 89

127 | 113 | 83 | 101 | 7 43 | 41 | 83 | 79 | 67

151 | 43 | 17 | 173 | 47 101 | 19 | 17 | 103 | 73

5 | 149|163 | 53 | 61 97 | 109 | 29 | 47 | 31
Carré 25 Carré 26
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Le carré 25 est un carré super-premier; en effet, les 25 entiers qu’il contient sont des nombres
premiers et sa somme magique S = 431 est aussi un nombre premier. C'est un carré presque

normal et f(431) = 388.

Le carré 26 est un magnifique carré super-premier. En effet, il renferme 25 nombres premiers
consécutifs allant de 13 a 113. Sa somme magique est le nombre premier 313 et f(313) = 676.

Nous avons trouvé le carré 26 sur le site suivant et nous vous invitons a le visiter sans faute :

http://digilander.libero.it/ice00/magic/prime/orderConstant.html
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41
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232
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89

105

121

137

153
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40
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215

199
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90

106

122

138

154

170

186

55

39

23

246

230

214

198

75

91

107

123

139

155

171

187

54

38

22

245

229

213

197

76

92

108

124

140

156

172

188

53

37

21

13

29

45

61

180

164

148

132

116

100

84

68

205

221

237

253

14

30

46

62

179

163

147

131

115

99

83

67

206

222

238

254

15

31

47

63

178

162

146

130

114

98

82

66

207

223

239

255

16

32

48

64

177

161

145

129

113

97

81

65

208

224

240

256

Carré 27
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http://digilander.libero.it/ice00/magic/prime/orderConstant.html

Si nous regardons chaque colonne du carré 27, nous trouvons toujours, de haut en bas, 4
entiers consécutifs, puis 8 autres entiers consécutifs et enfin, 4 entiers consécutifs. Les 256
entiers de ce carré semblent étre trop bien organisés a un point tel que nous pouvons nous
demander si ce carré d’ordre 16 est magique. En général, les nombres d’un carré magique sont
plutdt dans un «certain désordre».

Et oui, le carré 27 est bien magique. Il est normal de somme S = 2056. Nous verrons dans la
deuxieme partie de ce livre que ce carré est un carré arithmétique et qu’il a été construit avec
un nouveau procédé, lequel vous sera présenté un peu plus loin. Il est aussi associatif!!!

Le nombre de figures magiques de ce carré, soit f(2056), est de plusieurs centaines de milliards
et ne sera pas trouvé ici car le calcul serait trop long et pénible et que la mémoire de notre
ordinateur n’est pas suffisante pour un calcul rapide.

Nous présentons maintenant un autre extraordinaire carré magique d’ordre 8 :

Ce carré 28 est un hyper-magique-alpha
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C’est un carré magique normal de somme S = 260 et f(260) = 35 154 340, le nombre de figures
magiques dans ce carré!!!

C’est aussi un carré hyper-magique puisque nous avons les 3 propriétés suivantes :

a) Il est d’ordre pair.

b) Chaque petit carré d’ordre 2 a I'intérieur du carré 28 a pour somme 130 soit 45/n = 45/8
=S/2. Parexemple : 42 +39 + 27 + 22 = 130.

c) Sur chaque diagonale (grande ou brisée), 2 nombres séparés de 3 autres ont pour
somme 65 soit 25/n = 25/8 = S/4. Par exemples : 3 + 62 = 65; 33 + 32 = 65.

Voici de trés belles conséquences de la propriété b) :

i) La somme des 4 coins de tous les carrés d’ordre 4 a l'intérieur du carré 28 est 130.
ii) La somme des 4 coins de tous les carrés d’ordre 6 a l'intérieur du carré 28 est 130.
iii) La somme des 4 coins du carré 28 est 130.

Deux conséquences de la propriété c) :

i) Le carré est pandiagonal.
ii) La somme des 4 coins de tous les carrés d’ordre 5 a l'intérieur du carré 28 est 130.

Voici une autre propriété : si nous rattachions la premiere colonne a gauche a la derniére
colonne a droite, par exemple, en faisant un cylindre de notre carré, nous obtiendrions 7
nouveaux carrés d’ordre 2, de somme 130. Par exemple : 57 +3 + 6 + 64 = 130.

Il en serait de méme avec la premiére rangée du haut et la derniére rangée du bas. Par
exemple : 48 + 1+ 22 + 59 = 130.

Nous retrouvons donc, dans le carré 28, 49 + 14 = 63 petits carrés d’ordre 2 dont la somme est
130. Nous avions le méme résultat avec le carré 23. Voyons maintenant quelques figures
magiques du carré 28 :

Carré 28 a Carré 28 b
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Les 5 figures magiques dans les carrés 28a et 28b sont des super-figures.

Carré 28 c Carré 28 d

Les deux figures du carré 28c sont des super-figures. Dans le carré 28d, la figure du bas est
magique et méme si nous la déplacons verticalement, elle reste magique. Si nous la renversons
(figure du haut), elle reste magique et méme si nous la déplagons verticalement.

Carré 28 e Carré 28 f

Dans le carré 28e, la figure en vert est une figure magique formée de deux branches; celle de
gauche est de somme 130 et nous passons d’une case a I'autre par un mouvement de cavalier; il
en est de méme de la branche de droite. Il en est aussi de méme de la figure magique de I'autre
couleur. De plus, les huit cases de gauche forment une figure magique de méme que les huit
cases de droite.

La figure du carré 28f est tout simplement magique.

Un carré hyper-magique qui posséde les 5 figures magiques et la demi-figure que nous verrons
dans le glossaire 1, s’appelle hyper-magique-alpha. Il possede aussi les figures magiques que
nous venons d’illustrer ci-haut et bien d’autres!!! Nous venons de voir un bon nombre de carrés
magiques qui possédent des propriétés remarquables et nous pourrions en allonger la liste.
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Nous verrons aussi dans la deuxiéme partie de cet ouvrage d’autres carrés magiques avec de
tres belles figures magiques. Mais aussi, un grand nombre de résultats tres intéressants. Par
exemple, les seize nombres dans tous les diaboliques forment une suite arithmétique; un
diabolique (non trivial) étant un carré magique d’ordre 4 qui est caractérisé par 86 figures
magiques ce qui signifie que tous les diaboliques non triviaux possédent exactement ces mémes
86 figures magiques. De plus, tous les diaboliques non triviaux possédent exactement 86 figures
magiques.

Avant de passer a la construction de carrés magiques, voyons les objectifs que nous
poursuivons a travers tout le livre :

1. Construire des carrés magiques presque normaux de tous les ordres n > 2.

2. Construire au moins un carré magique normal pour tous les ordres n > 2.

3. Construire des carrés magiques qui possédent le plus grand nombre possible de
figures magiques.

4. Construire des carrés magiques qui possedent des figures magiques imposées.

5. Construire des nouveaux carrés magiques qui renferment dans leurs cases autre
chose que des nombres.

6. Apprendre au lecteur comment construire un carré magique qui renferme les
figures magiques qu’il désire.

7. Découvrir de trés beaux résultats sur les carrés magiques.
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4. Construction des carrés magiques d’ordre 3

Nous allons commencer la construction des carrés magiques par ceux d’ordre 3. En effet, les
carrés magiques d’ordre 1, soit un petit carré dans lequel nous plagcons un nombre, ne
présentent aucun intérét. Quant aux carrés magiques d’ordre 2, il est trés facile de montrer
gu’ils sont tous triviaux c’est-a-dire qu’ils renferment tous le méme nombre dans chaque case
(voir le carré 11).

A | B

B | A

Si dans la premiére rangée, nous placons le nombre A dans la premiére case et le nombre B dans
la deuxieme case alors la deuxiéme rangée sera obligatoirement celle de la figure. Pour que le
carré soit magique, il faut et il suffit que 2A = 2B donc A = B. Le carré sera alors trivial. Voila
pourquoi nous commencons par les carrés d’ordre 3.

Dans cette premiere partie du livre, nous allons vous donner un moyen trés simple pour
construire tous les carrés magiques d’ordre 3. Cependant, dans la partie 2, vous trouverez les
explications théoriques.

a+t a+2r+2t a+r
a+2r a+r+t a+2t
a+r+2t a a+2r+t
Carré 29

C’est ce carré magique de somme S = 3a + 3r + 3t qui vous permettra de construire tous les
carrés magiques d’ordre 3. Si vous avez un carré magique d’ordre 3, il provient obligatoirement
du carré 29. Celui-ci est une structure générale des carrés magiques d’ordre 3.
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Pour en construire un, il suffit d’attribuer aux variables a, r et t, la valeur que vous désirez et
d’effectuer quelques petits calculs. Par exemple, aveca =2, r=3 ett =4, vous trouvez :

6 16 5

8 9 10

13 2 12
Carré 30

C’est un carré magique de somme S = 27; en effet, S=3a+ 3r+ 3t =3x2 +3x3 +3x4 =27 =3 x09.

Il est clair que pour construire un carré formé d’entiers positifs, il suffit d’attribuer aux variables
a, rett, des valeurs entieres positives. Voyons un deuxiéme exemple aveca=2,r=2ett=4:

6 14 4

6 8 10

12 2 10
Carré 31

Ce carré magique est de somme S = 24 et présente 2 répétitions (deux 6 et deux 10).

Notre premier objectif n’est pas atteint; en effet, nous souhaitons construire des carrés
magiques au moins presque normaux. Pour éviter les répétitions dans un carré d’ordre 3, il suffit
d’appliquer la régle suivante :

Lorsque a,rettsont>0etquet>2rour>2t,alorsil n’y a pas de répétition.

Dans le carré précédent, nous avons eu des répétitions car la régle n’a pas été respectée; nous
avionsr =2 et t =4 or 4 n’est pas plus grand que 2x2 = 4. Si nous prenons avec a=2etr=2,t=
5 ou 6 ou 7 ou ...ou tout entier plus grand que 4, nous n"aurons aucune répétition.

Avec cette reégle, nous pouvons fabriquer une infinité de carrés magiques presque normaux
d’ordre 3.
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Pouvons-nous maintenant construire un carré normal? Oui et I'encadré suivant nous dit
comment.

Pour construire un carré magique normal d’ordre 3, il suffit de poser :
a=1,; r=1,; t=3 ou a=1; r=3 ; t=1

4 9 2 2 9 4

3 5 7 7 5 3

8 1 6 6 1 8
Carré 32 Carré 33

Nous obtenons ainsi les carrés 32 et 33 respectivement et nous pouvons observer que 'un est
obtenu de l'autre par une rotation spatiale de 180° est-ouest. En fait, si vous regardez le carré
32 par derriere, vous verrez le carré 33.

Un fait intéressant : le centre de tous les carrés magiques d’ordre 3 est toujours le tiers de la
somme magique. La somme magique du carré normal d’ordre 3 est (1+2+3+..+8+9)/3 =
45/3 = 15 et le centre est donc 15/3 = 5. Nous montrerons ce résultat dans la section 11,
probleme 4, a la fin de la premiére partie du livre.

Remarquez le centre et la somme magique des carrés 29, 30 et 31.

Il n'existe que 8 carrés normaux d’ordre 3 dont 7 découlent du premier (le carré 32 par
exemple). Celui-ci sera dit primitif et les 7 autres, ses équivalents (voir le glossaire). Nous vous
invitons a trouver les 6 autres carrés magiques normaux qui s’ajoutent aux carrés 32 et 33.

Vous pouvez maintenant construire des carrés magiques d’ordre 3 aussi bien normaux que
presque normaux.

Pour éviter les calculs, vous pourriez utiliser soit EXCEL, soit MATHEMATICA soit MAPLE, les deux
derniers étant des logiciels de mathématiques tres puissants.
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5. Construction de carrés magiques d’ordre 4 : les super-Diirer-alpha

Nous allons présenter ici une structure générale qui va nous permettre de construire des carrés
magiques d’ordre 4 extraordinaires!!! Ces carrés sont appelés super-Diirer-alpha.

Tous les carrés magiques d’ordre 4 possédent 14 figures magiques qui les caractérisent : les 4
rangées, les 4 colonnes, les 2 grandes diagonales et les 4 figures magiques qui suivent :

Il existe des carrés magiques d’ordre 4 qui possédent exactement 14 figures magiques donc les
14 figures magiques que nous venons de présenter.

Il est faux de prétendre que si les 4 coins forment une figure magique, cela est di au fait que
nous avons la un carré trés spécial!llLe carré d’Albert Diirer par exemple.

Un carré magique d’ordre 4 peut posséder plus que 14 figures magiques. Les super-Direr-alpha
en possedent 68 et tous les super-Diirer-alpha possédent ces mémes 68 figures magiques. Vous
les trouverez dans la deuxieme partie du livre.

Il n’existe que 8 super-Diirer-alpha normaux que voici (sous forme matricielle) :

1 8 13 12 1 14 4 15 4 5 16 9 4 15 1 14

4 11 2 7 8§ 11 5 10 15 10 3 6 5 10 8 11

4 5 16 9 13 2 16 3 1. & 13 12 16 3 13 2

15 10 3 6 12 7 9 6 14 11 2 7 9 6 12 7
1 2 3 4

13 2 16 3 13 12 1 8 16 3 13 2 16 9 4 5

12 7 9 6 2 7 14 11 9 6 12 7 3 6 15 10

1 14 4 15 16 9 4 5 4 15 1 14 13 12 1 8

8 11 5 10 3 6 15 10 5 10 8 11 2 7 14 11
v 6 7 8

Ces 8 carrés magiques normaux possedent tous exactement 86 figures magiques; il en est de
méme de tous les carrés magiques normaux d’ordre 4. Par contre, ces 8 carrés ont tous en
commun les 68 figures magiques qui caractérisent les super-Diirer-alpha. Quant aux 18 autres
figures magiques (86 — 68 = 18), elles ne sont pas forcément les mémes d’un carré a |'autre.
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Voici maintenant une structure générale des super-Direr-alpha :

a+3r a+t at+3r+3t a+ 2t
a+2r+3t |a+r + 2t a+2r a+r+t
a a+3r+t a+ 3t a+3r+2t
a+r+3tja+2r+2t a+r a+2r+t
Carré 34

Pour construire un carré magique super-Diirer-alpha, il suffit d’attribuer aux variables a, r et t,
un nombre réel. Si ce sont des entiers positifs, alors les seize nombres du carré seront des
entiers positifs et si nous ne voulons aucune répétition, alors il suffira de prendrer > 3tou t >
3 r. Ainsi, vous pourrez construire une infinité de carrés magiques presque normaux qui seront
tous des super-Direr-alpha donc qui possederont tous les mémes 68 figures magiques
caractéristiques des super-Direr-alpha.

Pour construire un super-Direr-alpha normal, il suffira de prendrea=1,r=1ett =4 ou encore
a=1,r=4ett=1. Dans le premier cas, nous obtenons le carré normal numéroté 3 parmi les 8
normaux présentés plus haut et de méme dans le deuxieme cas, nous obtenons le carré
numéroté 5.

Quant aux 68 figures magiques que posséde tout super-Direr-alpha, vous les trouverez dans la
seconde partie du livre. Nous allons tout de méme en présenter certaines un peu plus loin.
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16| 9| 4 | 5 17 | 18 | 56 | 31 23| 4 | 29| 6

3 |6 |1510 52 | 35 | 13 | 22 22 |13 | 16 | 11

13 |12 | 1 | 8 5 | 30 | 44 | 43 2 | 25 | 8 | 27

2 7 14 | 11 48 [ 39 | 9 | 26 15 1 20| 9 | 18
Carré 35 Carré 36 Carré 37

Le carré 34 est une structure générale des super-Direr-alpha.
Le carré 35 est obtenu avec a=13,r=1ett=-4; c’est le huitieme carré normal cité plus haut.
Le carré 36 est presque normal et est obtenu avec a=5,r=4ett=13.

Le carré 37 est presque normal et est obtenuavec a=2,r=7ett=2.

Sia,rettsont >0etsir >3tout >3r,alorsil n'y aura aucune répétition.

Pour construire un carré magique normal d’ordre 4, il suffit de poser :
a=1; r=1; t=4 ou a=1; r=4 ; t=1

Dans le premier encadré, la condition pour ne pas avoir de répétition est suffisante mais non
nécessaire. En effet, le carré 35 est défini avec une valeur négative pour t (ici t = -4) et nous
n’avons pas de répétition; notez que nous avons r >3 t. Aveca=1,r =1 et t = -1, nous avons
bien r >3 t et pourtant, il y a des répétitions. Construisez ce carré.

Avec le deuxieme encadré, nous pouvons déja construire deux carrés normaux mais ici, des
super-Diirer-alpha, il y en a 8. Comment construire les 6 autres?

Nous verrons, dans la deuxiéme partie, comment nous avons trouvé ces 8 super-Direr-alpha.
Les connaissant, il est facile de trouver les valeurs de a, r et t qui permettent la construction des
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huit. Par exemple, comment obtenir celui qui est numéroté 7? Ce carré nous indique, selon le
carré34,quea=4,a+r= 8eta+t=3;celanousdonnea=4,r=4ett=-1.

Passons aux principales figures magiques que possedent tous les super-Direr-alpha.
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Tous les super-Diirer-alpha posseédent les figures magiques illustrées ci-haut. Mais il y en a
d’autres :

a) Lesrangées, les colonnes et les deux grandes diagonales.
b) Toutes les diagonales brisées (tous les super-Diirer-alpha sont pandiagonaux).

c) lls sont tous hyper-magiques.

Vous trouverez les 68 figures magiques caractéristiques des super-Direr-alpha dans la deuxieme
partie, chapitre 5, section 5.6.

Vous avez maintenant la possibilité de construire des carrés magiques d’ordre 4 extraordinaires
qui contiennent tous les 68 figures magiques qui caractérisent les super-Diirer-alpha.

Un super-Direr-alpha normal contient toujours 18 figures magiques supplémentaires d’ou 86.

Terminons avec ces quelques résultats :

Tous les carrés magiques normaux d’ordre 4 possedent exactement 86 figures magiques.

Il existe 7040 carrés magiques normaux d’ordre 4.

Tous les super-Diirer-alpha non triviaux ont en commun 68 figures magiques.

Il existe seulement 8 super-Direr-alpha normaux parmi les 7040 carrés magiques normaux
d’ordre 4.

Enfin, voyons les fréquences des carrés présentés ci-haut.

Le carré 34 a pour somme magique S = 4a + 6r + 6t. On trouve f(S) = 68. Voila pourquoi tous les
carrés magiques issus du carré 34 possédent les mémes 68 figures magiques.

34



Le carré 35 a pour somme magique S = 34 et puisqu’il est normal, selon le premier encadré ci-
haut, nous avons f(34) = 86.

Le carré 36 a pour somme magique S =122 et f(122) = 68

. Le carré 37 a pour somme magique S = 62 et f(62) = 68.

Remarque 1: en affichant les 68 figures magiques du carré 37, nous trouvons les 68 figures
magiques de la structure générale des super-Direr-alpha (voir le carré 34).

Pour trouver les 68 figures magiques du carré 37, nous utilisons un programme dans MAPLE qui
fait trés bien le travail. Vous le trouverez dans la Partie 3, annexe 23, programme 03.

Remarque 2: les super-Direr-alpha numérotés de 1 a 8 présentés plus haut ont été mis sous la
forme matricielle plutét que dans un carré. Nous retrouverons souvent cette forme qui
permettra une économie d’espace.

Nous allons maintenant voir comment construire des carrés magiques d’ordre n lorsque n > 2.
Ce procédé est un tout nouveau procédé qui vous permettra de construire des carrés magiques
de tous les ordres. Ainsi, vous pourrez construire un carré normal d’ordre 17 aussi bien qu’un
carré normal d’ordre 18 ou d’ordre 20.

Vous pourriez aussi construire un carré normal d’ordre 1255 mais vous n’auriez plus de plaisir a
fabriquer un tel carré qui renfermerait 1575 025 nombres!!! Techniquement, cela serait plut6t
compliqué et qui apprécierait ce carré magique?

Etre devant un carré magique d’ordre 20 nous semble une limite raisonnable; celui-ci renferme
déja 400 nombres.

Le procédé qui sera présenté dans la section suivante peut étre employé sans ou avec
ordinateur . Evidemment , avec ordinateur , cela est plus rapide et nous évite tous les calculs

méme s’ils sont simples. EXCEL, MATHEMATICA ou MAPLE peuvent vous faciliter la tache.

Dans la Partie 3, annexe 22, vous trouverez , par exemple avec MATHEMATICA , les fichiers « ordre
3 »,«ordre 4 »,«ordre 5, ..., « ordre 24 », lesquels vous permettront de construire des carrés
magiques d’ordres 3a24.

Allons maintenant a la section 6.
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6. Construction de carrés magiques d’ordres n > 2, nouveau procédé

Ce nouveau procédé de construction de carrés magiques vous est présenté ici sans explications
théoriques; vous trouverez ces dernieres dans la deuxiéme partie de cet ouvrage, soit le
chapitre 11 qui traite des carrés arithmétiques.

Le procédé exige de trouver trois carrés magiques A, B et C; B sera obtenu de la rotation de -90°
(sens des aiguilles d’'une montre) du carré A et C sera le carré trivial formé du nombre 1. Il reste
a trouver le carré A. Nous aurons trois fagons de faire selon que n est impair (3;5; 7 ...), pair
multiple de4 (4 ;8 ;12 ; 16; ...) ou pair non multiple de4 (6;10; 14 ; 18 ; ...).

Premier cas : N > 3est impair (Algorithme ALG-1)

Nous allons illustrer la facon de construire A a travers un exemple, un carré d’ordren =7.
La premiere étape consiste a remplir la diagonale secondaire avec les entiersde0a 6(de0Oa
n—1), de haut en bas comme dans le carré suivant:

La deuxieme étape nous demande de compléter la grande diagonale principale et les petites
diagonales avec I’entier qui se trouve déja sur chacune d’elles. Cela nous donne :

3 2 1 0
3 2 1

4 3 2 1
4 3 2

5 4 3 2
5 4 3

6 5 4 3
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La troisieme et derniére étape veut que nous complétions chaque diagonale brisée avec I'entier
qui s’y trouve déja (par exemple, la diagonale brisée qui contient 1).

Et voila construit le carré A :

>
I
N ||k~ |O|w

N |, [ d|lO|lw|a
Pl |lOoOjlw| N |wv
Alo|lw|la|Nv|u |k
ojlwl|la|Nn|lu]|r s
wlo|lnv ||k, ||

UuiRLr|PdrOClwW N

Pour obtenir le carré B, il suffit de faire subir a A, une rotation de 90° dans le sens horaire.
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3|6(2|5|1|4]0 6/2|5|1|4|0]3 1111|111
0|3|6|2|5|1]|4 2|5|1|4]0|3]|6 1111|111
4(0[(3|6[2|5]1 5(1|4|0|3|6]2 111|111 |1]1
1/4|0|3|6|2]|5 1/4|0[3|6|2]|5 111|111 |1]1
5/1{4(0|3|6]2 4/0(3|6|2|5]|1 111|111 |1]1
2|5[1/4|0|3]|6 0|3|6|2|5|1]|4 111|111 |1]1
6|/2|5(1|4|0]3 3l6|/2|5|1(4]0 1111|111
A B C
Pour construire un carré magique d’ordre 7, il suffit de fairet A+ rB+a Cd'ou :
a+6r+3t a+2r+6t a+br+2t a+r+5t a+4r+t a+4t a+3r
a+2r a+5r+3t a+r+6t a+4r+2t a+5t a+3r+t a+6r+4t
a+5r+4t a+r a+4r+3t a+6t a+3r+2t a+6r+5t a+2r+t
a+r+t a+4r+4t a a+3r+3t a+6r+6t a+2r+2t a+5r+5t
a+4r+5t a+t a+3r+4t a+6r a+2r+3t a+5r+6t a+r+2t
a+2t a+3r+5t a+6r+t a+2r+4t a+br a+r+3t a-+4r+6t
a+3r+6t a+6r+2t a+2r+5t a+5r+t a+r+4t a+4r a+3t

Ce carré magique est une structure générale de carrés magiques d’ordre 7. Cela veut dire que
pour obtenir un carré d’ordre 7, il suffit d’attribuer une valeur aux variables a, r et t puis
d’effectuer les 49 petits calculs. Par exemple, avec a =2, r =3 et t = 5, nous trouverons sur la
premiére rangée, a partir de la gauche,a+6r+3t=35,a+2r+6t=38,a+5r+2t=27, ...

Cependant, les calculs peuvent étre faits par de bons logiciels de mathématiques.

Nous pouvons également multiplier directement A par le nombre t puis B par le nombre r et C
par le nombre a pour ensuite additionner les 3 carrés obtenus.

Les opérations sur les carrés magiques seront présentées dans la deuxieme partie du livre.
Mentionnons ici comment se fait I'addition et la multiplication par un nombre :

a) Multiplier un carré magique de somme S par un nombre t revient a multiplier tous les
nombres du carré par le nombre t. Le carré qui en résulte est magique de somme tS.

b) Additionner 2 carrés magiques de somme S et T revient a additionner les nombres qui
occupent la méme position dans chaque carré. Le carré qui en résulte est magique de
somme S +T.
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Par exemple : A est le carré de gauche de somme 34, 5A est le carré de droite de somme 5 x 34.

4 |15 |14 | 1 20| 75|70 | 5
5 (1011 | 8 25 | 50 | 55 | 40
9 6 7 | 12 45 | 30 | 35 | 60
16 | 3 2 | 13 80 | 15 | 10 | 65
A 5A

Pour I'addition ci-dessous, A est le carré de gauche, B = 5A est le carré du centre et A + B est le
carré de droite respectivement de sommes 34, 170 et 204.

4 115|114 1 2075170 | 5 24 | 90 | 84 | 6

5 10 | 11 8 25 | 50 | 55 | 40 30 | 60 | 66 | 48

9 | 6 | 7 |12 45 | 30 | 35 | 60 54 | 36 | 42 | 72

16 | 3 2 | 13 80 | 15 | 10 | 65 9% | 18 | 12 | 78
A B=5A A+B

Nous sommes préts a construire des carrés magiques d’ordre 7 formés que d’entiers positifs
tous différents. Il suffit pour cela de donner aux variables a,rett, des valeurs entiéres positives

qui respectent soit la conditiont > 6 ou la conditionr > 6t. D’une fagon générale, t > (n-1) r
our > (n-1)t.

Si nous voulons un carré normal, il suffira de prendrea=1;r =1;t=7oua=1r=7;t=1.

Voici deux carrés magiques normaux d’ordre 7 et de somme S =175 :

284520371229 4 a6]21]38]13]30] 5 |22
3 [27]44]19]36 1135 1539 (14 (31| 6 | 23|47
34| 2 |26]43]18]42] 10 a0| 8 |32] 7 [24]48] 16
9 [33] 1 [25]4a9]17] 41 9 [33] 1 [25]49]17] 41
a0| 8 [32] 7 [24]48] 16 34| 2 |26]43]18]42] 10
1539 (14 (31| 6 | 23|47 3 |[27]44]19]36 1135
a6|21]38]13]30] 5 |22 284520371229 4
a=1,r=1,t=7 a=1,r=7,t=1
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Notez que le carré de droite est obtenu du carré de gauche par une rotation planaire de 180°
gue nous regardons par derrieére. Chaque carré renferme 957 332 figures magiques!!!

a=3,r =2,t =15, donne un carré magique d’ordre 7 et de somme S = 378.

60 |97 |43 |80 | 26 | 63 | 9

7 |58 95|41 | 78 | 24 | 75

73| 5 |56 93|39 | 90 | 22

20 71| 3 54-37 88

86 |18 | 69 | 15 | 52 | 103 | 35

33 (84 30|67 | 13 | 50 | 101

99 | 45 | 82 |28 | 65 | 11 | 48

Ce carré est presque normal. Il possede 536 000 figures magiques!!!

Ce procédé de construction de carrés magiques d’ordres impairs nous conduit aux propriétés
suivantes que nous démontrerons dans la Partie 2 du livre, probleme 37 de 11.4.

S 378
1) Le centre du carré est toujours— ; ici 54 = T est le centre du carré ci-haut.
n

2) Dans la rangée centrale, nous trouvons le plus petit nombre juste a gauche du nombre
central et le plus grand nombre juste a droite du nombre central, a la condition que
a,rettsoient des nombres positifs.
3) Tous les nombres de la diagonale principale forment une suite arithmétique de raison .
Ils sont consécutifs, le plus petit étant en bas sur la derniere rangée.
4) Tous les nombres de la diagonale secondaire forment une suite arithmétique de raison
1. lls sont consécutifs, le plus petit étant en haut sur la premiére rangée.

Vous trouverez dans la Partie 3, annexe 22, de cet ouvrage, 22 fichiers MATHEMATICA, appelés

« Ordre 3 », « Ordre 4 », ... ,« Ordre 24 ».Vous pourrez , en donnant une valeur entiére positive a
chacune des trois variables , obtenir autant de carrés magiques presque normaux que vous le
souhaitez et au moins un carré normal. De méme avec EXCEL, annexe 21, « Ordre 3 » 3 « Ordre 32 ».

Toujours dans la Partie 3,annexe 23, vous trouverez le programme 11 dans MAPLE qui vous
permettra de construire des carrés magiques d’ordres impairs de 3 a 31. Vous pourrez construire
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autant de carrés presque normaux que vous le désirez et au moins un carré normal a |'aide de
3 variables seulement. Ce programme porte le nom : CM-arith-2k+1.

Vous pouvez maintenant construire des carrés magiques normaux et presque normaux de tous

les ordres impairs a partir de l'ordre 3. Pour vous aider, vous pouvez vous servir de
MATHEMATICA, MAPLE et EXCEL. Sinon, votre crayon fera I'affaire!!

Deuxiéme cas : N > 4, est pair multiple de 4 (Algorithme ALG-2)

Nous allons illustrer la fagon de construire A a travers un carré d’ordre n = 8 en utilisant les
entiers de 0 a 7 (de 0 a n-1). Formons la rangée u ainsi :

Rangée u: 01 5432 67
. n . . o , .
Le premier groupe renferme Iesz premiers entiers soit ici 0 1 et ce dans l'ordre croissant. Le
deuxiéme groupe renferme IesEentlers suivants soit ici 5 4 3 2 et ce dans l'ordre

décroissant. Enfin, le troisieme groupe renferme Iesz entiers suivants soit ici 6 7 et ce dans

I’ordre croissant. Formons maintenant la rangée v en renversant la rangée u (v est la rangée u
lue de droite a gauche), ce qui donne :

Rangée v : 76 2345 10

. . n . n . n .
Le carré A sera formé, de haut en bas, parZ rangées u, E rangées v et de nouveau — rangées u.

Nous obtenons alors :

o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
716|234 |5]1]0
716|234 |5]1]0
716234510
716234510
o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
o1 (5 (4|3 ]|2]|6]|7
Carré A
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Le carré B est obtenu par une rotation de -90° (90° dans le sens horaire) du carré A et le carré C

est le trivial formé du nombre 1.

Nous avons donc les 3 carrés suivants :

0O/1(5(4(3(|2|6|7 0|0(7(7|7|7(|0]|0 1/1(1)1}1 1|11
0|1|5(4|3|2|6]|7 1(1|6|6|6|6[1(1 1(1(1|1|1(1(1(1
7/6[2(3(4|5|1]|0 5|/5(2(2|2|2|5]|5 1/1(1)1}1 1|11
716(2(3(4|5|1]|0 4/4|13|3(3(3|4|4 1(1(1|1|1(1(1(1
716(2(3(4|5|1]|0 313(4(4/4|14|3]|3 111|112 (1]|1
716(2(3(4|5|1]|0 212|5|5|5(5[2(2 1(1(1|1|1(1(1(1
0|1(5(4(|3|2|6|7 6|6|1(1|1|1(6]|6 1/1(1|1}1 1|11
0|1|5(4|3|2|6|7 7/7|0(0|0|0]|7]|7 111|112 (1]|1
Carré A Carré B Carré C

Pour construire un carré magique d’ordre 8, il suffit de faire t A+ r B + a C. Pour obtenir un carré
magique presque normal, vous n’avez qu’a choisir a, r et t, des entiers positifs, en respectant la

réegle r>7tout>7r(r>(n-1)tout>(n=-1)r).

Pour avoir un carré normal, il suffit de prendrea=1,r=1,t=8oua=1,r=8,t=1.

La construction de carrés magiques d’ordres pairs divisibles par 4 (4 ; 8 ; 12 ; 16; 20 ; ...) est
donc d’une grande simplicité.

Voyons quelques exemples :

a=1;r=1;t=8et a=1;r=8;t=1, nous donnent les deux carrés normaux suivants :

48

40

32

24

49

57

10

47

39

31

23

50

58

62

54

19

27

35

43

14

61

53

20

28

36

44

13

60

52

21

29

37

45

12

59

51

22

30

38

46

11

15

42

34

26

18

55

63

16

41

33

25

17

56

64

a=1;r=1;t=8

10

15

16

48

47

42

41

40

39

34

33

32

31

26

25

24

23

18

17

49

50

55

56

57

58

63

64

lls sont de somme S = 260 et ils possedent 35 154 340 figures magiques.
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En prenanta=2,r=3ett=22, nous obtenons le carré presque normal suivant :

2 24 | 133 (111 | 89 | 67 | 134 | 156

5 127 | 130|108 | 8 | 64 | 137 | 159

1711149 | 52 | 74 | 96 | 118 | 39 | 17

168 | 146 | 55 | 77 | 99 | 121 | 36 | 14

165|143 | 58 | 80 | 102|124 | 33 | 11

162 | 140 | 61 | 83 | 105|127 | 30 | 8

20 | 42 |115| 93 | 71 | 49 | 152|174

23 | 45 | 112 | 90 | 68 | 46 | 155|177

a=2;r=3;t=22

Ce carré magique est de somme S = 716.

Vous pouvez maintenant construire des carrés magiques normaux et presque normaux de tous
les ordres pairs divisibles par 4 a partir de n = 4.

Ce procédé de construction de carrés magiques d’ordres pairs divisibles par 4 nous conduit aux
propriétés suivantes que nous démontrerons dans la Partie 2 du livre, probléme 38 de 11.4.

n
1) Dans chaque colonne, nous trouvons, de haut en bas, Z nombres qui forment une suite
arithmétique de raisonr, Enombres qui forment une autre suite arithmétique de

n
raison'r, Z nombres qui forment une suite arithmétique de raisonr .

2) Les deux grandes diagonales sont formées deNnombres qui forment une suite
arithmétique de raison (r +t) pour la grande diagonale principale et de raison (r —t)
pour la grande diagonale secondaire.

3) Sur les rangées, les trois suites arithmétiques sont de raisont.

4) Sia,rettsont positifs, le plus petit nombre et le plus grand nombre du carré sont situés

aux extrémités de la grande diagonale principale, le plus petit étant en haut soita.

Dans la Partie 3, annexe 23, vous trouverez le programme 12 qui vous permettra de construire des
carrés magiques (normaux et presque normaux) d’ordres pairs multiples de 4, de 4 a 28. Ce
programme porte le nom de : CM-arith-4k. Aussi, les fichiers « Ordre 4 » a « Ordre 24 » dans
MATHEMATICA, annexe 22, et « Ordre 4 » a « Ordre 32 » dans EXCEL, annexe 21.
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Troisiéme cas : N > 6 est pair non divisible par 4 (Algorithme ALG-3)

Nous allons illustrer la facon de construire A a travers un carré d’ordre 10 en utilisant les entiers
de 0a 9. Cette construction est la plus difficile d’entre les trois.

1) Avec ALG-2, construisons d’abord le carré A dans le cas N =8 et ajoutons a A, le carré
trivial formé de 1. Nous obtenons le carré suivant appelé carré central d’ordre 8 :

R |, ||| |0|FR|KF
NN (NN (NN NN
ocololwlwlw|lw|o|o
(O I IO 5 I R S B S I S N N L S|
SO SO T T IO T I T IS, T B S N
wlwlolo|lo|lo|w|w
S U (Y OO C T O B O T U RN
||k, |FR, ||~ |00]|o0

2) Nous allons compléter ce carré central d’ordre 8 en ajoutant une bordure autour de
celui-ci de fagon a obtenir un carré d’ordre 10. Pour construire la premiére rangée de ce
carré d’ordre 10, écrivons les entiers consécutifs de 0 a 9 de gauche a droite. Pour la
derniere rangée, écrivons les entiers consécutifs de 0 a 9, de droite a gauche.

Cela nous donne :

© |, |Rr|ow| ||| |KF,|KF
ST I ST Y T U ERNUT T IRNCT OO B T NS
o|lo|lo|lw|lw|lw| w|lo|lo|w
(6 T T T O T [ N [~ (Y~ Y~ (0 T O T (R N
SO O I SO S T I T S T I T O O B O I
Wl wlwl aolaoa|oao|la|w|w| o
N (N[N NdM MMM NNN
~ |||, ||~ |~ ||| o
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3) Il reste a compléter les premiere et derniere colonnes du carré . Pour ce faire, partons du
centre de la colonne incompléte de gauche et placons, du centre vers la haut, 9, 0, 9, 0.
Puis, du centre vers le bas, 9, 0,9, 0. Remplissons alors la colonne de droite avec les
complémentaires. Nous obtenons:

© |, |r|w|w|[w|w|[r | |K
S I N Y T IRNUT U U IRNCT B N Y R N
o|lolo|lw|lw|lw|lw|lo|o|w
(0 T I T, T I S [ GO G [ O B N I T N
S I O I O T T IO T T T O, T [ O I O
wWlwlw|lolo|lo|lo|lw|w|o
N (N[N [NdM MMM NN
~ |||, |||+~ ||| o
o|lvw|lo|lvw|lo|lo|lw| o |w|w

4) Pour obtenir finalement A, il ne reste plus qu’a effectuer les quatre permutations
suivantes : le 0 avec le 9 sur les deuxiéme et derniére rangées, le 1 avec le 8 sur la

n+6 16

premiére rangée et enfin, le 1 avec le 8 sur la rangée Z =4 . Voila le carré

0 2 (3|4 |5|6]|7 9
1126 |54 |3|7]|8
112|6|5|4 |37 |8]|0

713 |4|5)|6 2.9
8|7 (3|4 |5|6|2|1]0
8| 7(3(4|5|6|2|1]|O0
81734 |5|6|2]|1]|°9
1|12|6|5|4|3|7|8]|0
1126|5437 |8]|9
87654321.
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0|8(2|3|4|5|6|7|1]9 0({0|9]|0(9]|9|0|9]|9]|0
9|11(2|6|5/4(3|7|8|0 8|/1(1/8|8|8 11|18
9(1(2|6|5(4(3|7|8|0 7122|7777 ]2]|2]|2
0|1(7|3|4|5|6|2|8|9 6|/6|6[3(3|3[3|6|6|3
9|18(7|3|4|5[6|2|1(0 5/5|(5|4/4|4(4|5|5|4
9|18(7|3|4|5[6|2|1/0 4(4|14|5/5|5|5(4|4]|5
0|8(7|3|4|5|6|2|1]9 3/3|3|6|6|6[6|3[3]|6
9(1(2|6|5(4(3|7|8|0 21717122227 |7|7
0|1(2|6|5(4|3|7|8|9 1/8|8|1(1(1|8|8|8|1
0|8|7|6|5(4[3|2|1]9 9/9|0(9(0|0|9|0|0]|9
Carré A Carré B

B est obtenu de A par une rotation de -90°. Pour fabriquer un carré magique, il suffit de faire :

tA+rB+aC

Avec a=1,r=1,t=100u a=1,r =10,t =1nous obtenons deux carrés magiques normaux
de somme 505. Notez qu’ils sont primitifs (I'un n’est pas obtenu de I'autre par des rotations).

1 81 30|31|50|60 |61 |8 |20 91
99 | 12 | 22 |69 |59 |49 |32 |72 |82]| 9
98 | 13 | 23 | 68 | 58 |48 |38 |73 |83 | 3
7 |17 |77 |34 |44 |54 | 64 | 27 | 87 | 94
96 | 86 | 76 | 35 |45 |55 | 65|26 |16 | 5
95 |8 | 75|36 |46 |56 | 66 | 25 | 15 | 6
4 |84 |74 |37 |47 |57 |67 |24 |14 | 97
93 | 18 | 28 | 63 |53 |43 (33 | 78 | 88 | 8
2 | 192962 |52 |42 39|79 |89 | 92

10 |90 | 71|70 | 51 |41 |40 | 21 | 11 | 100
a=1r=1,t=10
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93

95

96

7

98

92

10

90

12

13

87

86

85

14

18

19

81

80

22

23

77

76

75

74

28

29

21

61

62

68

34

35

36

37

63

69

40

60

59

58

44

45

46

47

53

52

41

50

49

48

54

55

56

57

43

42

51

31

39

38

64

65

66

67

33

32

70

30

72

73

27

26

25

24

78

79

71

11

82

83

17

16

15

84

88

89

20

91

99

97

6

5

94

100

a=1r=10,t=1

a=3,r=2,t=20, nous donne la carré magique presque normal suivant de somme S = 1020 :

163

61

63

101

121

123

161

41

183

199

25

45

139

119

99

65

145

165

19

197

27

47

137

117

97

77

147

167

15

35

155

69

89

109

129

55

175

189

193

173

153

71

91

111

131

53

33

11

191

171

151

73

93

113

133

51

31

13

169

149

75

95

115

135

49

29

195

187

37

57

127

107

87

67

157

177

17

39

59

125

105

85

79

159

179

185

21

181

143

141

103

83

81

43

23

201

a=3,r=2,t=20
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Nous pouvons déja observer : (voir probleme 39 de 11.4)

1) Les grandes diagonales du carré A renferment, dans l'ordre, les entiersde 0 a n—1, de
haut en bas pour la diagonale principale, de bas en haut pour la diagonale secondaire.

2) Les deux grandes diagonales sont formées deNnombres qui forment une suite
arithmétique de raison (r +t) pour la grande diagonale principale et de raison (r —t)
pour la grande diagonale secondaire.

3) Sia,rettsont positifs, le plus petit nombre et le plus grand nombre du carré sont situés
aux extrémités de la grande diagonale principale, le plus petit étant en haut soit a.

4) a=1,r=1,t=noua=1,r=n,t =1 donnent des carrés magiques normaux primitifs.

Dans la Partie 3, annexe 23, vous trouverez le programme 13 qui vous permettra de construire des
carrés magiques d’ordres pairs non multiples de 4, de 6 a 30. Vous pourrez construire autant de
carrés presque normaux que vous le désirez et au moins 2 carrés normaux al’aide de 3 variables
seulement . Ce programme porte le nom : CM-arith-4k+2. Aussi avec les fichiers MATHEMATICA ,
annexe 22, pour lesordres de 6 a 22 et EXCEL, annexe 21, pourles ordres de 6 a 30.

Nous avons maintenant un nouveau procédé pour construire des carrés magiques de tous les
ordres N>3. Vous voulez des carrés magiques presque normaux ou un carré normal, c’est
devenu tres simple!!! Les répétitions ne nous inquietent plus!!!

Vous voulez construire 200 carrés magiques d’ordre 16 presque normaux et un carré magique
normal, il n’y a plus de probleme.

Pour le normal, preneza=1,r =1,t =16.
Pour les 200 presque normaux, prenez a =3,r =2,t =31,32,33,... par exemple.

Vous pourrez les trouver avec le fichier « Ordre 16 » dans MATHEMATICA, Partie 3, annexe 22,
ou EXCEL, annexe 21, ou avec le programme CM-arith-4k dans MAPLE, annexe 23.

Dans la deuxiéme partie du livre, nous reviendrons sur ce procédé nouveau de construction de
carrés magiques afin d’y introduire la partie théorique. Tous les carrés magiques construits avec
ce procédé ont tous en commun une méme propriété : ils sont arithmétiques. Cela signifie que
tous les nombres du carré magique peuvent se mettre sous la forme d’un tableau arithmétique
c’est-a-dire d’un tableau formé de n suites arithmétiques horizontales de n nombres, celles-ci
étant de méme raison r. Ce méme tableau est aussi formé de n suites arithmétiques verticales
de n nombres, celles-ci étant de méme raison t.

Quant aux carrés d’ordres impairs et pairs multiples de 4, ils sont tous associatifs!!!
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7. Comment construire vos carrés magiques d’ordre 4?

Quand vous construisez un carré magique, vous étes certains que la somme des nombres de
chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale donne le méme total appelé
somme magique. Votre carré posséde donc au moins 2N+ 2 figures magiques (les N rangées,
les N colonnes et les 2 grandes diagonales). Mais il arrive souvent que le carré magique possede
d’autres figures magiques que vous n’avez pas choisies. Cependant, vous pourriez imposer vous-
mémes les figures magiques que vous voulez. Comment?

Nous allons nous en tenir ici aux carrés d’ordre 4 seulement dont voici une structure générale :

a b c S—-a-b-c
d e f S—d-e-f
S-2a-b- S—e_f_ 2a+b+c+
c—d+f+g < 2 d+e—-g-S
a+b-;c—f— S—-b-e—g e+g-—c f+g—a
Carré 38

Le carré 38 est un carré magique de somme S; de plus, tout carré magique d’ordre 4 provient de
ce carré. Il renferme 8 variables libres. Pour obtenir un carré magique, il suffit d’attribuer une
valeur a chacune des variables et d’effectuer les calculs dans les cases ol c’est nécessaire. (Voir
partie 2)

Nous trouvons ici f(S) = 14, ce qui montre bien que tout carré magique d’ordre 4 posséde au
moins 14 figures magiques.

Maintenant, vous aimeriez que la figure formée des quatre cases vertes soit une figure
magique. Pour cela, il faut que :
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a+c+e+(S—-d—-e—f)=S
et finalement f=a+c-d

Il vous reste a remplacer f par (a + c — d) partout dans le carré 38 |la ou vous rencontrez f.

Vous obtiendrez alors le carré magique suivant soit une structure générale pour vos carrés
magiques, ceux qui possedent la figure magique que vous avez imposée :

a b C S—-a-b-c
d e a+c—d S—-a-c-e
S—a-b-2d S—-a-c+d-|2a+b+c+d
+g : e—g +e—g->S
b+d-g S—-b-e-g e+g-—c c-d+g
Carré 39

Tous les carrés issus du carré 39 sont des carrés magiques qui possedent la figure magique que
vous avez imposée. Si un carré magique M d’ordre 4 posséde votre figure magique imposée,
alors M provient du carré 39. Remarquez que le carré 38 possede huit variables libres mais que
le carré 39 n’en posséde que sept. Bien entendu, puisque vous avez fait disparaitre la variable f!!

Avec S=34,a=1,b=12,c=14,d=13,e =8, g =9, vous obtenez un carré magique normal qui
possede votre figure magique imposée. Cette figure magique en implique automatiquement
une autre. Laquelle? Plus le nombre de variables est grand, plus il est difficile de trouver un
carré normal. Dans le cas d’un 4x4, nous savons déja que S = 34 si nous voulons un normal et
avec une figure imposée, il restera 6 variables. Quelles valeurs allons-nous donner a ces
variables pour obtenir un carré normal ou tout au moins un carré presque normal? Mais dans le
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cas d’un 15x15 avec une figure imposée, si nous voulons un normal, alors nous devrons
attribuer une valeur entiére a 193 variables avec la possibilité de répétitions!!! Le travail sera
pénible!!! Pour se faciliter la tache, peut-étre faut-il imposer plusieurs figures magiques et
ainsi diminuer de beaucoup le nombre de variables libres.

12 7

13 2

4 9 | 15| 6

16 | 5 3 |10

S=34et f(34)=86

Si vous désirez imposer une deuxieme figure magique, alors vous partirez du carré 39 et vous
procederez de la méme facon qu’avec le carré 38. Vous aurez une somme de 4 expressions et
vous poserez cette somme égale a S. Vous pourrez alors isoler une variable et faire comme vous
avez fait avec la variable f. Cette variable disparaitra alors du carré 39 et vous obtiendrez un
nouveau carré qui renfermera 6 variables libres. Les carrés magiques issus de ce dernier carré
auront tous vos deux figures magiques imposées.

Vous devez effectuer quelques manipulations algébriques afin de trouver le carré magique
général (passage du carré 38 au carré 39 et passage du carré 39 au suivant) a partir duquel
vous allez construire les carrés magiques qui auront vos figures magiques imposées.

Ces calculs algébriques peuvent étre effectués par des logiciels de mathématiques
(MATHEMATICA, MAPLE, EXCEL, ...).
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8. Probléme du cavalier et carré magique

Nous prenons pour acquis que le lecteur connait la marche du cavalier sur un échiquier
standard. Le probléeme du cavalier consiste a parcourir toutes les cases une et une seule fois a
partir d’'une case donnée.

Pour réaliser un tel exploit, nous pouvons nous servir d’un procédé heuristique qui consiste a
déplacer le cavalier sur une case de laquelle nous avons le maximum de cases ou aller.

Plagcons 1 sur la case de départ, 2 sur la case suivante, 3 sur la suivante et ainsi de suite, le
passage de la case notée n a la case notée n + 1 se faisant toujours avec le cavalier. Nous avons
ainsi un carré d’ordre 8 qui renferme tous les entiers de 1 a 64. La question : ce carré peut-il étre
magique?

e

Ce carré sera-t-il magique?

Le carré ci-haut montre les 9 premiers mouvements du cavalier, la case de départ étant la
derniere case de la premiere colonne dans laquelle se trouve le 1.

En 2003, Stertenbrink et Meyrignac ont donné la réponse a la question posée plus haut et ce, en
regardant tous les cas possibles (138,25 jours de calculs a 1 GHz). Parmi tous les carrés trouvés,
aucun n’était magique!!! Cependant, ils ont trouvé 140 carrés semi-magiques et un des plus
intéressants est le suivant car toutes les rangées et toutes les colonnes totalisent 260, une
diagonale donne 256 et I'autre, 264. Il a été construit en 1862 par Jaenisch.
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15 | 30 - 50 | 27 | 36 38
-51 14 29-39 26 | 35

31 |16 | 49 | 4 | 33 | 28 | 37 | 62

17 | 42 | 53 | 48 | 5 24 | 11 | 60

54 | 45 | 20 - 12 | 57 | 8 | 23

43 | 18 | 47 | 56 | 21 6 59 | 10

:

46 | 55 | 44 | 19 | 58 | 9 22 | 7

Carré 40, Jaenisch

Tout simplement remarquable !!! Ce carré est presque magique!! Remarquez que ce circuit est
fermé; en effet, de 64, nous revenons a notre case de départ avec un mouvement de cavalier!!!

En terminant, voyons ce tres beau carré magique normal d’ordre 8. Il est di a Feisthamel. Nous
passons des entiers de 1 a 32 a 'aide de 31 mouvements de cavalier puis nous passons de 32 a
33 par un mouvement de tour et enfin, de 33 a 64 a I'aide de 31 mouvements de cavalier.

- 14 | 53 | 62 12 | 51 | 60

54 | 63 13 | 52 | 61 11

:

15 6 | 55|24 |41 | 10 | 59 | 50

64 | 25 | 16 | 7 | 58 | 49 | 40

-

17 | 56 | 33 | 42 | 23 | 32 | 9 | 48

34 | 43 | 26 | 57 | 8 | 39 | 22

27 | 18 | 45 | 36 | 29 | 20 | 47 | 38

44 | 35 | 28 | 19 | 46 | 37 21

-

Carré 41, Feisthamel

Le carré 40 est obtenu avec 63 mouvements de cavalier et il est presque magique. Le carré 41
est obtenu avec 62 mouvements de cavalier et un mouvement de tour mais il est magique!!!

Dans les deux cas, le cavalier n’est jamais passé 2 fois sur la méme case!!!
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9. Magie avec Durer

Nous allons nous servir d’'un carré magique normal d’ordre 4 qui est appelé un «Direr». Nous
verrons cette «classe» de carrés magiques dans la deuxiéme partie du livre (5.4 du chapitre 5).
Ils sont caractérisés par 24 figures magiques que nous verrons ici.

Vous étes entrain de construire un carré magique d’ordre 4 et vous avez déja placé 12 nombres
dans votre carré. Vous demandez a une autre personne, avant de placer les 4 derniers nombres,
qguelle somme magique S voulez-vous? Vous placez ensuite les 4 derniers nombres et vous
obtenez la somme magique S demandée!!! En fait, vous étes parti d’'un Diirer normal et vous
avez enlevé les nombres 13, 14, 15 et 16.

= EIEIEAE ) EAEIE
Imn Bonn

3 8 9 3 8 | 9

12 | 5 2 12 | 5 2

Carré 42 Carré 43

Le carré 42 est un carré magique Direr car le petit carré d’ordre 2 situé dans le coin en haut et a
gauche est une figure magique (c’est cette figure magique qui caractérise les Diirer); en effet,
13 +4 + 6 + 11 = 34, la somme magique du carré 42.

Vous pouvez observer qu’un seul nombre a été enlevé dans chaque colonne, chaque rangée et
chaque diagonale du carré 43. Si vous voulez que le nouveau carré ait pour somme S, alors il
vous suffira de placer les quatre nouveaux nombres dans les cases vides de la fagon suivante :

- 4 |10 | 7
6 | 11 | 1

3 8 9

12 | 5 2
Carré 44

avecA=S-21.
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Ce nouveau carré est toujours un Diirer et il est de somme S. Ainsi, avec S =100, vous obtenez

le Direr suivant :
¢ 1 1 &

3 8 9

12 | 5 2

Remarque:

Si vous voulez seulement des entiers positifs et aucune répétition dans votre nouveau carré
Diirer, il faudra alors exiger A>13d’ou S —21 > 13 et finalement S > 34.

Vous pouvez utiliser ce résultat dans votre spectacle. Il vous faudra trouver le moyen de vous
faire donner du public un nombre supérieur ou égal a 34; en demandant, par exemple, jusqu’a
quel age désirez-vous vivre ou encore, a quel age est décédée votre grand-mére? Vous aurez
alors un Diirer formé de 16 entiers positifs tous différents.

Voici les figures magiques que vous aurez dans votre carré magique Direr : bien entendu, les
guatre rangées, les quatre colonnes et les deux grandes diagonales puis les figures magiques
suivantes :
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Le Direr duguel nous sommes partis (carré 42) a été convenablement choisi afin de remplacer
quatre entiers consécutifs, ici 13, 14, 15 et 16, qui occupaient les cases qui forment le schéma
suivant : nous enlevons un nombre par colonne respectivement de gauche a droite, en partant
de la case située a gauche dans la premiére rangée puis en atteignant les 3 autres cases par :
mouvement de cavalier, diagonale, mouvement de cavalier. Le carré 42 n’est pas unique; en
voici trois autres :

Carré 45 Carré46; A=S-33

- 8 14 | 11 - 8 14 | 11

10 10

Carré 47 Carré 48; A=S-33

B[ [

14 3 14 3

Carré 49 Carré50; A=S-25

Si dans votre spectacle, vous voulez utiliser vos quatre carrés (44, 46, 48 et 50), alors pour étre
certain que les 16 nombres obtenus dans votre carré soient tous positifs et tous différents, il

vous suffira d’exiger S > 49.
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10. Glossaire 1

Les nombres :

w

Entiers: ce sont les nombres{...;—5;—4;—3;—2;—1;0;1;2;3;4;5;...}.

Nous les appelons aussi entiers relatifs. Il y en a une infinité.

Entiers consécutifs : ce sont des entiers écrits dans I'ordre croissant ou décroissant et le
passage de I'un a I'autre se fait en ajoutant ou retranchant 1. Ainsi, 5, 6, 7, 8 sont des
entiers consécutifs contrairement aux entiers 4, 6, 7, 8, 11. Les entiers 10, 9, 8, 7, 6 sont
aussi consécutifs.

Entiers naturels : ce sont les nombres {0, 1, 2, 3, 4,5, ..., 33, 34, ..} ; il y en a une infinité.
Nombres premiers : ce sont les entiers naturels plus grands que 1 qui se divisent
seulement par 1 et par eux-mémes. Ainsi, 2, 3,5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, ... sont
des nombres premiers. |l y a une infinité de nombres premiers et tout entier > 1 qui
n’est pas un nombre premier se décompose en un produit de nombres premiers
(théoreme fondamental de I'arithmétique). Par exemple : 15=3x5et36=2x2x3 x 3.
Notons que tous les nombres premiers sont impairs excepté 2.

. .. m .
Nombres rationnels : ce sont les nombres qui s’écrivent — ou m est un entier et n, un
n

entier non nul (différent de 0). E : E : j = i = —i ; ﬂ = 1—1 ; 2—7 = 27 sont
3 7 13 -13 13 -6 6 1
des nombres rationnels. Notez que% = 0,6666666...., g: 0, % =1,25et

g =1,142857142857 ... avec le groupe 142857 qui se répéte indéfiniment. Il y a une

infinité de nombres rationnels entre deux nombres rationnels quelconques.

Nombres réels : ce sont les nombres qui sont soit rationnels, soit irrationnels. Un
nombre irrationnel est un nombre qui ne peut pas s’écrire sous la forme m/n ol m est
un entier et n, un entier différent de 0. Il y a une infinité de nombres réels entre deux
nombres réels donnés. La racine carrée d’un entier qui n’est pas un carré parfait est
toujours un nombre irrationnel; la racine carrée de 13 par exemple.

Les carrés magiques :

7.

Carré arithmétique d’ordre n: c’est un carré magique d’ordre n tel que tous ses
nombres peuvent se mettre sous la forme d’un tableau arithmétique d’ordre n. Tous les
carrés magiques construits avec le nouveau procédé de construction de carrés magiques
présenté dans la section 6 de la Partie 1, sont arithmétiques, quel que soit I'ordre n.
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Carré magique : c’est un carré subdivisé en NxNcases carrées identiques réparties sur
n rangées de n cases et n colonnes de n cases, chaque case contient un seul nombre et
la somme des nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale
est toujours égale a un méme nombre S. En voici un exemple :

16 | 9 |23 (12| 5
22 (15| 1 |19 | 8
4 118 7 |25 |11
10 | 21| 14| 3 | 17

13| 2 20| 6 | 24

Carré 51

Nous avons un carré subdivisé en 5 x 5 = 25 cases identiques réparties sur 5 rangées de
5 cases et sur 5 colonnes de 5 cases avec un seul nombre par case et la somme des
nombres de chaque rangée, chaque colonne et chaque grande diagonale est 65.

Carré hyper-magique : c’est un carré magique d’ordre pair tel que :

1. Chaque fois que nous prenons un petit carré d’ordre 2 a I'intérieur du grand carré, la
somme des quatre cases est toujours égale a —.
n

2. Sur toute diagonale, grande ou brisée, la somme de deux nombres séparés par

2S
autres nombres, est toujours égale a —.
n

La condition 2. précédente implique a elle seule qu’un hyper-magique est toujours
pandiagonal (voir le théoreme 7.2 du chapitre 7, partie 2).

Les carrés 22 et 28 sont des carrés hyper-magiques. Un carré hyper-magique, donc
pandiagonal, formé d’entiers, dont I'ordre pair est non divisible par 4 ne peut pas étre
normal (voir 7.3 du chapitre 7, partie 2). C'est pourquoi le carré 22, formé d’entiers,
d’ordre 6, et 6 n’est pas divisible par 4, n’est pas normal; il est cependant presque
normal. Quant au carré 28, il est normal.

Tous les hyper-magiques sont donc pandiagonaux.
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10. Carré hyper-magique-alpha : c’est un carré hyper-magique d’ordre 8 qui possede les
cing figures magiques et la demi-figure suivantes :

m mEEn

Carré 52 Carré 53 Carré 54

in

Carré 55 Carré 56 Carré 57

S
Le carré 57 renferme une demi-figure (quatre cases) de sommeE . Le carré 28 est un hyper-

magique-alpha normal.

11. Carré magique Ariane : c’est un carré d’ordre 5 qui renferme 11 fusées. Le carré 20 est
un carré Ariane; il contient 6 fusées verticales et 5 horizontales et 3 de celles-ci sont
illustrées en bleu et vert.

12. Carré magique associatif : c’est un carré magique tel que chaque fois que nous prenons
deux nombres situés dans deux cases symétriques par rapport au centre du carré, la

2S
somme de ceux-ci est toujours égale a——. Un carré ultra-magique est donc un carré
n
magique pandiagonal et associatif. Si I'ordre est impair, alors la case centrale renferme
S
— (probléme 10 de 7.4).
n

13. Carré magique diabolique : c’est un carré magique d’ordre 4 caractérisé par 86 figures
magiques. Ses seize nombres forment toujours une suite arithmétique. Pour plus de
détails, voir la section 5.10 du chapitre 5 de la partie 2.

60



14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

23.

24,

25.

Carré magique équivalent : soient A et B, deux carrés du méme ordre. Si B peut étre
obtenu par une rotation de 0°, 90°, 180° ou 270° de A, alors nous dirons que B est un
équivalent de A. Si B peut étre obtenu en regardant A par derriére (voir 32 et 33 de ce
glossaire), alors ce carré B est aussi un équivalent de A ainsi que ses rotations de 90°,
180° ou 270°. A est donc un équivalent de lui-méme et chaque carré A engendre huit
carrés équivalents dont lui-méme. Il est évident que A magique implique B magique et
gue B est de méme somme magique que A.

Carré magique Gaudi : c’est le carré magique que Josep Subirachs, sculpteur et peintre
catalan, a placé sur la facade de la Passion de la basilique Sagrada Familia a Barcelone,
Espagne. Sa somme magique est S = 33, I'4ge du Christ a sa mort. C'est le carré 24.

Carré magique normal : qui renferme tous les entiers consécutifs a partir de 1. Ainsi, un
carré magique normal d’ordre 7 renferme tous les entiers consécutifs de 1 a 49.

Carré magique presque normal : c’est un carré magique qui ne contient que des entiers
positifs (> 0) tous différents. Le carré 25 est presque normal.

Carré magique primitif : tout carré magique, pris individuellement, peut-étre considéré
comme primitif. Nous dirons que deux carrés magiques A et B, de méme ordre, sont
primitifs si B n’est pas un équivalent de A donc A n’est pas un équivalent de B. Les carrés
42, 45, 47 et 49 sont primitifs deux a deux. Donc, deux carrés identiques ne sont pas
primitifs.

Carré magique trivial : c’est un carré qui renferme le méme nombre dans chaque case.
Carré pandiagonal : c’est un carré magique dans lequel toutes les diagonales brisées
sont magiques.

Carré premier : carré magique qui contient que des nombres premiers.

Carré semi-magique : carré dont la somme des nombres de chaque rangée et de chaque
colonne est toujours la méme, soit S. Si, en plus, la somme des nombres de chaque
grande diagonale était égale a S, alors le carré serait magique. Tout carré magique est semi
-magique; évidemment, la réciproque est fausse.

Carré super-premier : c’est un carré premier dont la somme magique est aussi un
nombre premier (voir carré 25).

Carré ultra-magique : c’est un carré magique pandiagonal tel que chaque fois que nous
prenons deux nombres situés dans deux cases symétriques par rapport au centre du

2S5
carré, la somme de ceux-ci est toujours égale a—. Dans un ultra-magique d’ordre
n

S .
impair, la case centrale renferme toujours le nombre — (voir le probleme 10 de 7.4,
n

partie 2). Le carré 21 est un exemple de carré ultra-magique.

Diagonales d’un carré magique : ce sont les deux grandes diagonales et les diagonales
brisées. Les deux grandes diagonales sont la principale qui part de la case haut-gauche
pour se terminer sur la case bas-droite et la secondaire qui part de la case haut-droite
pour se terminer sur la case bas-gauche (voir section 2.2). Quant aux diagonales brisées,
ce sont les brisées principales et les brisées secondaires. Une diagonale brisée principale
est formée de 2 branches (petites diagonales) paralléles a la diagonale principale et
situées de part et d’autre de celle-ci. Si une branche est constituée de k cases, alors
I"autre branche est formée de n —k cases. Il en est de méme des diagonales brisées
secondaires. Ici, n est I'ordre du carré.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Figure dans un carré magique d’ordre n: c’est un groupe de n cases distinctes. Deux
cases sont distinctes si elles occupent des positions différentes dans le carré. Notons
gue deux cases distinctes peuvent contenir le méme nombre.

Figure compléete : c’est une figure telle que ses cases se retrouvent une seule par
rangée, par colonne et par grande diagonale. Dans le carré 42, les cases qui renferment
13, 14, 15 et 16 forment une figure compléte. Tout carré d’ordre n > 3 possede une
figure compléte (voir le probleme 59 de 5.18, chapitre 5, partie 2 du livre).

Figure magique dans un carré magique : c’est une figure dont la somme est égale a la
somme magique. La somme d’une figure étant la somme des nombres qui se trouvent
dans les cases de la figure. Par définition, une rangée est une figure magique de méme
gu’une colonne et une grande diagonale. Dans un carré magique d’ordre 4, les quatre
coins forment toujours une figure magique de méme que les quatre cases centrales.
Fréquence d’un carré magique M : c’est le nombre de figures magiques que possede le
carré magique. La fréquence d’un carré magique M de somme S se note f(S) ou f(M). Un
carré magique normal d’ordre 4 a pour somme 34 et f(34) = 86 signifie que le carré
renferme 86 figures magiques. Tous les carrés magiques normaux d’ordre 4 renferment
86 figures magiques. Pour tout carré magique normal d’ordre 5, donc de somme S = 65,
nous avons f(65) = 1394.

Ordre d’un carré magique : c’est la taille du carré. S’il est formé de n rangées donc de n
colonnes, nous dirons que le carré est d’ordre n. Le carré magique 51 est d’ordre 5.
Nous avons vu comment construire des carrés magiques d’ordre n >2.

Permutation : soit une liste ordonnée d’objets. Une permutation est une action qui
consiste a changer I'ordre des objets de la liste. Par exemple, la permutation suivante :

{a;b;c;d;e; f} — {bic;a; f;d;e}
Dans la liste de gauche, @ occupe la position 1, b occupe la position 2, ...
Mais dans la liste de droite, a occupe la position 3, b occupe la position 1, ...
C’est pourquoi nous pouvons écrire :
1-53:251:352:455:556:6—>4
Ce qui veut dire que I'objet dans la position 1 devient I'objet dans la position 3, ...
Si nous appliquons cette permutation a {m, n, p, q, s, t} ainsi qu’au nombre 543 629,

alors, nous obtenons : {n, p, m, t, q, s} et le nombre 435 962.

Rotation d’un carré: ce sera une rotation de 90°, 180° ou 270° donc dans le sens
contraire des aiguilles d’'une montre appelé sens positif. Une rotation de 0° du carré A
nous redonne le carré A.
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Carré A Rotation de 90°de A de 180°de A de 270°de A

ou une rotation de -90°, -180° ou -270° donc dans le sens des aiguilles d’une montre
appelé sens négatif.

Carré A Rotation de -90°de A de -180°de A de -270°de A

33. Rotation spatiale de 180° :

Carré A Rotation 180° est-ouest de A

Les rotations de 32. sont dites planaires parce qu’elles se font dans la plan déterminé
par votre feuille de papier. La présente rotation est dite spatiale puisque vous
retournez votre feuille de papier dans I'espace, ici, de 180° d’est en ouest ou encore, de
la droite vers la gauche. Nous pouvons aussi dire que vous regardez le carré A par

derriere. Nous notons R. cette rotation spatiale de 180°.

34. Somme magique : dans un carré magique, la somme des nombres de chaque rangée,
chaque colonne et chaque grande diagonale donne toujours le méme nombre que nous
appelons somme magique. Nous la notons habituellement S. Nous dirons souvent «la
somme du carré magique» au lieu de «la somme magique du carré magique». La somme
du carré 51 est S = 65. Si deux carrés magiques renferment exactement les mémes
nombres, alors ils ont la méme somme. Bien entendu, si I'un renferme, par exemple,
trois fois le nombre 2 alors I'autre renferme lui aussi trois fois le nombre 2.

35. Structure générale d’ordre n: c’est un carré magique général d’ordre n qui renferme
une variable libre dans certaines cases et des expressions linéaires formées de ces
variables libres dans les autres cases. Par exemple, voir le carré 38 ci-haut. Pour
construire un carré magique particulier avec le carré 38, il suffit d’attribuer aux variables
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36.

37.

38.

libres a, b, ¢, d, e, f, g et S, une valeur réelle (chaque variable est remplacée par un
nombre réel) et d’effectuer les calculs. Notez que nous considérons toujours la somme
magique S comme variable libre. Nous pouvons voir une structure générale comme une
«machine» a fabriquer des carrés magiques. Voir annexe 1.

Suite arithmétique : suite de nombres de laformea,a+r,a+2r,a+3r,a+4r,...;
nous constatons alors que la différence entre un nombre de la suite et le nombre qui le
précede immédiatement est toujours le méme nombre r, appelé la raison de la suite
arithmétique, a étant son premier terme. Une suite arithmétique peut étre finie ou
infinie :1,5,9,13,17 est une suite arithmétique finie dont le premier terme est 1 et la
raison 4. La suite des entiers naturels pairs est une suite arithmétique infinie dont le
premier terme est 0 et la raison 2. Une suite arithmétique est dite triviale ou constante
si sa raison est nulle.

Super-figure : soit donné un carré magique d’ordre n. Choisissons une figure magique
que nous allons reproduire a I'extérieur du carré. Nous aurons alors une figure F (sans
nombre dans ses cases) que nous pourrons déposer sur le carré et qui couvrira
parfaitement la figure magique choisie. Imaginons les cases de F, en verre, de sorte que
nous puissions déposer F sur le carré magique, couvrir parfaitement n cases et voir les n
nombres situés dans les n cases couvertes par F. Nous dirons que F est une super-figure
si, peu importe ou et comment nous déposons F sur le carré magique, F couvre une
figure magique; évidemment F doit couvrir parfaitement n cases du carré magique.
Dans le carré magique suivant, nous avons choisi une figure magique (1, 22, 9, 20, 13).
Elle est reproduite a droite du carré magique d’ou la figure que nous appelons F.
Maintenant, placons F n’importe ol sur le carré magique (ici en vert) et nous couvrirons
une figure magique!!!

Tableau arithmétique d’ordre n : c’est un tableau carré d’ordre n tel que ses n rangées
forment n suites arithmétiques de méme raison r et ses n colonnes forment n suites
arithmétiques de méme raison t. Voici un tableau arithmétique d’ordre 4 :

a a+r a+2r a+3r
a+t a+t+r a+t+2r a+t+3r
a+2t a+2t+r a+2t+2r a+2t+3r

a+3t a+3t+r a+3t+2r a+3t+3r
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39. Ultra-figure : c’est une figure située en-dehors du carré magique a partir de laquelle
nous pouvons en construire sept autres en la tournant de 90°, 180° et 270°, puis en la
regardant par derriere, nous en aurons une autre que nous allons aussi tourner de 90°,
180° et 270°. Ces huit figures, issues de la figure initiale sont appelées les figures
équivalentes de celle-ci. Maintenant, si ces huit figures sont des figures magiques dans
le carré magique, alors nous dirons que c’est une ultra-figure. Les figures des carrés 21e
et 21f sont des ultra-figures. Notez que les huit figures équivalentes ne sont pas
toujours différentes et pour cela, observez les figures des carrés 21b, 21c et la figure
rouge de 21d. Enfin, une super-figure est toujours une ultra-figure; cependant, une
ultra-figure n’est pas forcément une super-figure. Il est trés important de dire que si
nous plagons une figure équivalente sur le carré, alors c’est cette figure que nous
devons voir lorsque nous regardons le carré de fagon standard.
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11. Probléemes

PwnNPE

10.

11.
12.

13.

Un carré d’ordre 36 posseéde combien de diagonales (les grandes et les brisées)?
Combien de figures magiques possede un carré magique normal d’ordre 8?

Quelle est la somme magique d’un carré magique normal d’ordre 22? D’ordre 407?

Dans tout carré magique d’ordre 3 et de somme magique S, montrez que le nombre
central est toujours égal a S/3.

Un ami vous dit qu’il vient de fabriquer un carré magique d’ordre 3 avec neuf entiers; de
plus, il vous dit que la somme magique de son carré est 2014. Vous lui répondez
aussitot : erreur mon ami!l!l Cela n’est pas possible. Expliquez votre remarque.

Un carré magique d’ordre 3 renferme neuf nombres premiers. Sa somme magique peut-
elle étre un nombre premier?

Vérifiez que les figures des carrés 28a et 28b sont des super-figures pour le carré 28.

Le méme ami vous affirme qu’il a construit un carré magique normal d’ordre 3 dont le
centre est 6. Vous lui dites: impossible!!! Et le pauvre vous demande pourquoi?
Qu’allez-vous lui répondre?

Construisez trois carrés magiques d’ordre 5 dont un normal et deux presque normaux.
Construisez un carré magique normal d’ordre 6 et un carré magique presque normal
d’ordre 6 (ce dernier ne doit pas étre normal).

Construisez un carré magique normal d’ordre 11, d’ordre 12 et d’ordre 14.

Construisez un carré presque normal d’ordre 11, d’ordre 12 et d’ordre 14 (aucun ne doit
étre normal).

Pouvons-nous construire un carré magique normal ou presque normal d’ordre 4 qui
aura la figure magique suivante?

14. Voici le célébre carré magique du peintre, graveur et mathématicien Albert Direr (1471-

1528):

16 3 2 13

9 6 7 12

4 15 14 1

Carré 58
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Vous verrez, dans la deuxieme partie du livre, que ce carré magique est dans le sous-espace des
diaboliques-alpha.

a)
b)

c)

15.

16.

Pouvez-vous transformer le carré 58 de facon a obtenir le Gaudi (carré 24)?

A partir du carré 58, trouvez un carré magique presque normal dont la somme magique
est S=38.

A partir du carré 58, trouvez une infinité de carrés magiques presque normaux de
sommes magiques consécutives a partir de 38.

Construisez un carré magique normal d’ordre 7 et trouvez-lui une figure compléte (voir
la définition dans le glossaire 1). De |a, construisez 5 carrés magiques presque normaux
de sommes consécutives.

Le probleme 14. ci-haut nous permet de construire des carrés magiques presque
normaux de sommes consécutives a partir de S = 38. Mais nous pouvons faire mieux!!! A
partir du carré normal ci-dessous, montrez que vous pouvez construire une infinité de
carrés magiques presque normaux de sommes magiques consécutives a partir de S = 34.
Nous verrons dans la partie 2 du livre, chapitre 5, que tous ces carrés sont des Direr (les
quatre cases du sous-carré d’ordre 2 situé dans le coin haut-gauche forment une figure
magique).

1 8 15 10

14 11 4 5

12 13 6 3

7 2 9 16

17. A partir du carré magique normal d’ordre 5 suivant, construisez une infinité de carrés

magiques presque normaux de sommes magiques consécutives a partir de S = 65.

1 (1522 |18 | 9
23 |19 | 6 5 |12
10 | 2 | 13 | 24 | 16

14 | 21 | 20 | 7 3

17 | 8 4 |11 | 25

18. Trouvez les huit équivalents du carré magique 58 (voir probléme 14)
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19. Nous avons rencontré, plus haut, le Gaudi (carré 24). Celui-ci contient deux répétitions
(deux fois le 10 et deux fois le 14). Il a probablement été obtenu a partir du carré
d’Albert Direr. Il est de somme 33. En utilisant le carré magique normal suivant :

1|8 |15]|10
14|11 4 | 5
12113, 6 | 3

pouvez-vous construire un carré magique de somme 33 qui serait formé que d’entiers
non négatifs tous différents deux a deux?

12. Remarque importante

Dans le numéro 8 du glossaire ci-haut, nous avons donné la définition du carré magique. Pour
introduire le concept de carré magique, nous n’avons pas voulu donner une définition trop large
dans la premiere partie de cet ouvrage. Cependant, dans la seconde partie, nous pourrions,
dans la définition de carré magique, remplacer «nombres» par «objets mathématiques».

Nous entendons ici par objets mathématiques, des objets que nous pouvons additionner et
multiplier par un nombre.

Par exemple, dans les cases de notre carré magique, nous pourrions y trouver des nombres

réels, des nombres complexes, des quaternions, des polynémes, des fonctions et méme des
carrés magiques!!!
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